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Abstrak 

Graf nilpoten dari gelanggang bilangan bulat modulo merupakan salah satu representasi 

graf pada struktur aljabar. Penelitian ini bertujuan mencari bentuk dan sifat graf nilpoten 

dari gelanggang bilangan prima modulo yang kemudian digeneralisasi menjadi gelanggang 

bilangan bulat modulo berpangkat prima sebarang. Metode yang digunakan pada penelitian 

ini adalah studi literatur. Pada gelanggang bilangan bulat modulo, diperoleh bentuk graf 

nilpotennya adalah suatu graf bintang. Kemudian karakteristik dari graf nilpoten pada 

gelanggang bilangan bulat modulo berpangkat prima sebarang adalah memuat subgraf 

lengkap dan memuat sejumlah buah subgraf bintang. 

Kata kunci: bilangan bulat modulo; gelanggang; graf; nilpoten. 

 

Abstract 

Nilpotent graph of ring integer modulo is one of the graph representations in algebraic 

structures. This study aims to find out the shape and properties of a nilpotent graph of ring 

prime numbers modulo which is then generalized to a ring of integers modulo with 

arbitrary prime power. The method used in this research is a literature study. In the ring 

of integer modulo, we get the shape of a nilpotent graph as a star graph. Then, the 

characteristic of a nilpotent graph on a ring integer modulo with arbitrary prime power is 

that it contains a complete subgraph and contains a number of as a star subgraph. 

Keywords: integer modulo; ring; graph; nilpotent. 

 
Cara mengutip dengan APA 6 style: Malik, D.P., Wardhana, I.G.A.W., Dewi, P.K., Widiastuti, 

R.S., Maulana, F., Syarifudin, A.G., & Awanis, Y.Z. (2023). Graf Nilpoten dari Gelanggang 

Bilangan Bulat Modulo Berorde Pangkat Prima. JMPM: Jurnal Matematika dan Pendidikan 

Matematika, 8(1), 28-33. https://dx.doi.org/10.26594/jmpm.v8i1.2920.   

 
PENDAHULUAN 

Representasi graf pada struktur aljabar adalah topik menarik yang sedang hangat, 

topik ini melibatkan dua bidang matematika, yakni graf dan aljabar. Untuk struktur aljabar 

berupa grup, terdapat graf koprima yang diperkenalkan oleh Ma dan rekan-rekannya pada 
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tahun 2014 (Ma dkk., 2014). Selain itu, terdapat graf non-koprima yang diperkenalkan oleh 

Mansoori dan rekan-rekannya pada tahun 2016 (Mansoori dkk., 2016). Terdapat juga graf 

irisan yang diperkenalkan oleh Akbari pada tahun 2015 (Akbari dkk., 2015). Selanjutnya, 

untuk struktur aljabar berupa gelanggang, terdapat graf nilpoten yang diperkenalkan oleh 

Nikmehr dan Khojasteh pada tahun 2013 (Nikmehr & Khojasteh, 2013).  

Terkait representasi graf pada suatu grup, mencari numerical invarian dari graf 

tersebut adalah topik yang menarik, dimana terlebih dahulu diperlukan bentuk dan karakter 

dari graf tersebut.  Setelah bentuk dan karakter graf koprima dari grup dihedral 𝐷2𝑛 

didapatkan, ditemukan numerical invariant dari graf koprima tersebut, berupa radius, 

diameter dan girth (Syarifudin dkk., 2021). Beberapa peneliti lain mencari graf koprima 

pada grup lain. Misalkan pada grup generalized quaternion, Nurhabibah dkk. (2021) 

menemukan bentuk dan karakter graf koprima dari grup generalized quaternion. 

Selanjutnya Nurhabibah dkk. (2023) menemukan numerical invarian dari graf generalized 

quterrnion. Studi tersebut dilanjutkan oleh Gayatri dkk. (2023) yang memberikan bilangan 

clique dan bilangan chromatics dari graf tersebut.  Selain graf koprima, studi pada graf 

non-koprima juga banyak dilakukan, Misuki dkk. (2021) berhasil menemukan bentuk dan 

karakter graf non-koprima pada beberapa kasus khusus. Selanjutnya, Nurhabibah dkk. 

(2022) berhasil memperumum hasil temuan dari Misuki tersebut. Asmarani dkk. (2021) 

memberikan bentuk dan karakter dari graf pangkat untuk grup dihedral, dimana Syechah 

dkk. (2022) memberikannya pada grup integer modulo, dilanjutkan Nurhabibah dkk. 

(2021) dengan bentuk dan karakter graf irisan dari grup dihedral. Sedangkan Ramdani dkk. 

(2022) memberikan numerical invarian dari graf irisan.   

Studi terkait representasi graf dari struktur aljabar ring tidak banyak dilakukan, 

salah satunya adalah graf nilpoten (Nikmehr & Khojasteh, 2013).  Graf nilpoten dari suatu 

ring didefinisikan sebagai graf dengan simpul semua unsur ring dan dua simpul bertetangga 

apabila perkaliannya merupakan unsur nilpoten. Belum adanya studi terkait bentuk dan 

karakter graf nilpoten dari ring integer modulo membuat kajian ini sangat penting untuk 

diselesaikan. 

 

METODE PENELITIAN 

Penelitian ini merupakan penelitian dasar, yaitu penelitian yang dilakukan untuk 

memperoleh pengetahuan baru yang belum diketahui sebelumnya.  Proses penelitian 

dilakukan dengan studi literatur tentang gelanggang dalam struktur aljabar, elemen nilpoten 

dari ring, teori graf, representasi graf dari suatu ring, graf nilpoten dan hal-hal lain yang 

mendukung penelitian ini.  Selanjutnya, penulis mencari permasalahan yang ada seputar 

graf nilpoten dan memberikan jawaban atas permasalahan itu. 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Elemen nilpoten dari suatu gelanggang  adalah unsur yang dikalikan dengan 

dirinya sendiri secara berulang akan menjadi unsur nol.  Secara formal, unsur nilpoten 

didefinisikan sebagai berikut 

 

Definisi 1 (Silverman, 2022) Untuk suatu gelanggang R, elemen 𝑥 ∈ 𝑅 dikatakan unsur 

nilpoten apabila 𝑥𝑘 = 0𝑅  untuk 𝑘 ∈ ℕ.   

 

Himpunan semua unsur nilpoten dari gelanggang 𝑅 dinotasikan dengan 𝑁(𝑅).  

Mudah dilihat bahwa 𝑁(𝑅) membentuk suatu ideal dari gelanggang 𝑅.  Selanjutnya unsur 

nilpoten ini digunakan untuk mendefinisikan graf dari suatu gelanggang. 
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Definisi 2 Nikmehr & Khojasteh (2013), untuk suatu gelanggang R, graf nilpoten dari R, 

dinotasikan dengan Γ𝑅 adalah graf dengan himpunan simpulnya adalah 𝑅 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅 

dikatakan bertetangga apabila  𝑢𝑣 ∈ 𝑁(𝑅). 

 

Untuk gelanggang ℤ𝑛 dengan 𝑛 suatu bilangan prima, didapatkan bahwa himpunan 

nilpotennya hanya terdiri dari unsur nol. 

 

Teorema 1  Jika ℤ𝑛 adalah gelanggang bilangan bulat modulo dengan 𝑛 suatu bilangan 

prima, maka 𝑁(𝑅) = {0̅}. 

 

Bukti:  Misalkan 𝑥̅ ∈ 𝑁(𝑅), menurut definisi diperoleh 𝑥𝑘̅̅ ̅ = 0̅, akibatnya diperoleh 𝑛|𝑥𝑘.  

Karena 𝑛 bilangan prima maka 𝑛|𝑥, atau dengan perkataan lain 𝑥̅ = 0̅.  Akibatnya terbukti 

𝑁(𝑅) = {0̅}. ∎  

 

Berdasarkan Teorema 1, didapatkan conjecture terkait bentuk dari graf nilpoten 

dari gelanggang bilangan bulat modulo 𝑛 adalah suatu graf bintang. Dan conjecture ini 

berhasil dibuktikan benar dalam Teorema 2. 

 

Teorema 2  Jika ℤ𝑛 adalah gelanggang bilangan bulat modulo dengan 𝑛 suatu bilangan 

prima, maka Γℤ𝑛
= 𝐾1,𝑛−1. 

 

Bukti:  Jelas bahwa 0̅ bertetangga dengan semua unsur lain di ℤ𝑛. Misalkan 𝑥̅, 𝑦̅ ∈ Γℤ𝑛
 

adalah dua simpul yang bertetangga, berdasarkan definisi 𝑥𝑦̅̅ ̅ = 0̅, akibatnya 𝑛|𝑥𝑦.  Karena 

𝑛 bilangan prima, maka 𝑛|𝑥 atau 𝑛|𝑦, akibatnya 𝑥̅ = 0̅ atau 𝑦̅ = 0̅.  Sehingga dapat 

disimpulkan 0̅ bertetangga dengan semua simpul lain, dan dua simpul yang bertetangga 

salah satunya adalah unsur nol.  Jadi terbukti bahwa Γℤ𝑛
 adalah graf bintang 𝐾1,𝑛−1. ∎ 

 
Gambar 1. Graf Nilpoten dari ℤ𝒑 pada Teorema 2 

Berikutnya akan diberikan graf nilpoten dari gelanggang ℤ𝑛 untuk 𝑛 berupa 

pangkat prima dari 2 dengan terlebih dahulu menentukan himpunan nilpotennya. 

 

Teorema 3  Jika ℤ𝑛 adalah gelanggang bilangan bulat modulo dengan 𝑛 = 2𝑘 dimana 𝑘 ∈
ℕ , maka 𝑁(ℤ𝑛) = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, … 2𝑛 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}. 

 

Bukti: Misalkan 𝑥̅ ∈ ℤ𝑛 suatu unsur nilpoten, maka berdasarkan definisi 𝑥̅𝑚 = 0, untuk 

suatu 𝑚 ∈ ℤ.  Akibatnya 2𝑘|𝑥𝑚, dan berakibat 2|𝑥𝑚.  Karena 2 adalah bilangan prima, 

maka 2|𝑥, sehingga 𝑥 adalah kelipatan 2.  Jadi terbukti 𝑁(ℤ𝑛) = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, … 2𝑛 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}. ∎ 
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Berdasarkan Teorema 3, graf nilpoten dari gelanggang bilangan bulat modulo 𝑛 

adalah suatu pangkat prima dari 2 memiliki karakteristik-karakteristik sebagai berikut. 

 

Teorema 4 Jika ℤ𝑛 adalah gelanggang bilangan bulat modulo dengan 𝑛 = 2𝑘 dimana 𝑘 ∈
ℕ , maka Γℤ𝑛

 memuat subgraf lengkap 𝐾2𝑘−1. 

 

Bukti:  Akan ditunjukkan bahwa subgraf yang dimaksud adalah 𝑁(ℤ𝑛).  Misalkan 𝑥̅, 𝑦̅ ∈
𝑁(ℤ𝑛) sebarang, karena 𝑁(ℤ𝑛) adalah ideal dari gelanggang ℤ𝑛, maka 𝑥𝑦̅̅ ̅ ∈ 𝑁(ℤ𝑛).  

Akibatnya setiap 𝑥̅, 𝑦̅ ∈ 𝑁(ℤ𝑛) yang berbeda adalah dua simpul yang bertetangga, 

sehingga Γℤ𝑛
 memuat subgraf lengkap 𝐾2𝑘−1.∎ 

 

 Karakteristik lainnya dari graf nilpoten pada gelanggang bilangan bulat modulo 

dengan orde pangkat prima dari 2 adalah memiliki subgraf bintang kembar. 

 

Teorema 5   Jika ℤ𝑛 adalah gelanggang bilangan bulat modulo dengan 𝑛 = 2𝑘 dimana 𝑘 ∈
ℕ , maka Γℤ𝑛

 memuat 2𝑘−1 buah subgraf bintang 𝐾1,2𝑘−1. 

 

Bukti:  Teorema 5 menunjukkan bahwa ada 2𝑘−1 unsur yang bukan merupakan unsur 

nilpoten.  Akan ditunjukkan bahwa setiap unsur yang bukan nilpoten ini akan membentuk 

subgraf bintang dengan semua unsur di 𝑁(ℤ𝑛).  Misalkan 𝑥̅ ∈ ℤ𝑛 − 𝑁(ℤ𝑛) dan 𝑦̅ ∈ 𝑁(ℤ𝑛) 

sebarang, karena 𝑁(ℤ𝑛) adalah ideal, maka 𝑥𝑦̅̅ ̅ ∈ 𝑁(ℤ𝑛), sehingga  𝑥̅ dan 𝑦̅ bertetangga.  

Jadi Γℤ𝑛
 memuat 2𝑘−1 buah subgraf bintang 𝐾1,2𝑘−1. ∎ 

 
Gambar 2. Graf Nilpoten dari ℤ𝟐𝒌 pada Teorema 5 

Berikutnya akan diberikan graf nilpoten dari gelanggang ℤ𝑛 untuk 𝑛 berupa 

pangkat prima sebarang dengan terlebih dahulu menentukan himpunan nilpotennya. 

 

Teorema 6  Jika ℤ𝑛 adalah gelanggang bilangan bulat modulo dengan 𝑛 = 𝑝𝑘 dimana 𝑘 ∈

ℕ , maka 𝑁(ℤ𝑛) = {0̅, 𝑝̅, 2𝑝̅̅̅̅ , 3𝑝̅̅̅̅ , … 𝑝𝑘 − 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}. 

 

Bukti: Misalkan 𝑥̅ ∈ ℤ𝑛 suatu unsur nilpoten, maka berdasarkan definisi 𝑥̅𝑚 = 0, untuk 

suatu 𝑚 ∈ ℤ. Akibatnya 𝑝𝑘|𝑥𝑚, dan berakibat 𝑝|𝑥𝑚. Karena 𝑝 adalah bilangan prima, 

maka 𝑝|𝑥, dan 𝑥 adalah kelipatan 𝑝. Jadi terbukti 𝑁(ℤ𝑛) = {0̅, 𝑝̅, 2𝑝̅̅̅̅ , 3𝑝̅̅̅̅ , … 𝑝𝑘 − 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}. ∎ 

Berdasarkan Teorema 6, graf nilpoten dari gelanggang bilangan bulat modulo 𝑛 

adalah suatu pangkat prima sebarang memiliki karakteristik-karakteristik sebagai berikut. 
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Teorema 7 Jika ℤ𝑛 adalah gelanggang bilangan bulat modulo dengan 𝑛 = 𝑝𝑘 dimana 𝑘 ∈
ℕ , maka Γℤ𝑛

 memuat subgraf lengkap 𝐾𝑝𝑘−1. 

 

Bukti:  Akan ditunjukkan bahwa subgraf yang dimaksud adalah 𝑁(ℤ𝑛).  Misalkan 𝑥̅, 𝑦̅ ∈
𝑁(ℤ𝑛) sebarang, karena 𝑁(ℤ𝑛) adalah ideal dari gelanggang ℤ𝑛, maka 𝑥𝑦̅̅ ̅ ∈ 𝑁(ℤ𝑛).  

Akibatnya setiap 𝑥̅, 𝑦̅ ∈ 𝑁(ℤ𝑛) yang berbeda adalah dua simpul yang bertetangga, 

sehingga Γℤ𝑛
 memuat subgraf lengkap 𝐾𝑝𝑘−1.∎ 

 

 Karakteristik lainnya dari graf nilpoten pada gelanggang bilangan bulat modulo 

dengan orde pangkat prima sebarang adalah memiliki subgraf bintang kembar. 

 

Teorema 8   Jika ℤ𝑛 adalah gelanggang bilangan bulat modulo dengan 𝑛 = 𝑝𝑘 dimana 𝑘 ∈
ℕ , maka Γℤ𝑛

 memuat 𝑛 − 𝑝𝑘−1 buah subgraf bintang 𝐾1,𝑝𝑘−1. 

 

Bukti:  Teorema 5 menujukkan bahwa ada 𝑛 − 𝑝𝑘−1 unsur yang bukan merupakan unsur 

nilpoten.  Akan ditunjukkan bahwa setiap unsur yang bukan nilpoten ini akan membentuk 

subgraf bintang dengan semua unsur di 𝑁(ℤ𝑛).  Misalkan 𝑥̅ ∈ ℤ𝑛 − 𝑁(ℤ𝑛) dan 𝑦̅ ∈ 𝑁(ℤ𝑛) 

sebarang, karena 𝑁(ℤ𝑛) adalah ideal, maka 𝑥𝑦̅̅ ̅ ∈ 𝑁(ℤ𝑛), sehingga  𝑥̅ dan 𝑦̅ bertetangga.  

Jadi Γℤ𝑛
 memuat 𝑛 − 𝑝𝑘−1 buah subgraf bintang 𝐾1,𝑝𝑘−1. ∎ 

 

KESIMPULAN DAN SARAN 

Pada artikel ini ditunjukkan bahwa graf nilpoten dari gelanggang ℤ𝑛 untuk  𝑛 suatu 

bilangan prima merupakan graf bintang 𝐾1,𝑛−1. Graf nilpoten dari gelanggang ℤ𝑛 untuk 𝑛 

adalah pangkat 𝑘 ∈ ℕ dari bilangan prima 𝑝 memuat sebuah subgraf lengkap 𝐾𝑝𝑘−1. 

Ditunjukkan pula bahwa graf nilpoten ini memuat 𝑛 − 𝑝𝑘−1 buah subgraf bintang 𝐾1,𝑝𝑘−1. 

Lebih lanjut, penelitian yang akan datang dapat menyelidiki graf nilpoten dari gelanggang 

ℤ𝑛 dengan 𝑛 merupakan perkalian pangkat dari dua atau lebih bilangan prima berbeda.  
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