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Abstrak 

Eksistensi dari direct product dalam kategori grup abelian ada; jika 

diberikan keluarga grup abelian yaitu {(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼} maka direct 

productnya adalah ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  dan  extrenal direct sumnya juga ada yaitu 
∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 . Kemudian jika diberikan sebuah keluarga subgrup normal dari 

grup abelian G yaitu {𝑁𝑖|𝑖 ∈ 𝐼}, maka internal direct sumnya juga ada 

dan dinotasikan dengan 𝐺 = 𝑁𝑖𝑖∈𝐼
⊕

.   

Kata kunci: Direct product, External direct sum, Internal direct sum 
 

Abstract 

The existence of direct products in the abelian group category exists; if 

given abelian group family that is {(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼} then the direct 

product is ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  and there is also an external direct sum, namely 
∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 . and there is also an external direct sum, namely {𝑁𝑖|𝑖 ∈ 𝐼}, then 

the internal direct sum also exists and is denoted by 𝐺 = 𝑁𝑖𝑖∈𝐼
⊕

.   
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PENDAHULUAN 

Pandang himpunan bilangan real ℝ dan kemudian dengan himpunan 

bilangan real tersebut diperoleh sebuah himpunan baru melalui gagasan hasil kali 

kartesian yang dinamakan dengan ruang Euclid berdimensi-n dan dinotasikan 

dengan ℝ𝑛. Pada ruang Euclid ℝ𝑛 memiliki sebuah subruang yang menarik, 

katakan bola berdimensi-(𝑛 − 1) yang dinotasikan dengan 𝕊𝑛−1 =
{(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛|𝑥1

2 + ⋯ + 𝑥𝑛
2 = 1}, kemudian bola tertutup berdimensi-n yang 

dinotasikan dengan 𝔻𝑛 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛|𝑥1
2 + ⋯ + 𝑥𝑛

2 ≤ 1}. Dari bola 

berdimensi-n yaitu 𝕊𝑛 didefinisikan ruang proyektif real ℝ𝑃𝑛 sebagai ruang 

faktor dengan mengidentifikasi setiap pasangan dari titik antipodal. Kemudian 
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dari bola dan bola tertutup, bisa didefinisikan sebuah torus, pita Mobius, botol 

Klein. Dalam kasus ini, jelas bahwa ruang-ruang tersebut adalah ruang topologi 

baru yang dikonstruksi melalui cara yang seragam, melalui sifat universal 

sehingga ruang yang dikonstruksi merupakan limit atau colimit dari diagram 

khusus dalam kategori dari ruang topologi (Riehl,2014). Kemudian limit dan 

colimit bisa didefinisikan dalam kategori apapun, dan kasus khusus dari limit dan 

colimit adalah product, coproduct, equalizer, coequalizer, pul-back dan push-out.  

Tujuan dalam tulisan ini adalah untuk mengetahui eksistensi dan sifat-sifat 

dari kasus limit dan colimit yaitu product dan coproduct dengan mengingat bahwa 

konstruksi product dan coproduct memiliki aplikasi sangat penting dalam teori 

grup abelian berhingga. Aplikasi dari product dan coproduct dalam kategori grup 

abelian telah dikaji secara kritis dalam (Grillet, 2000; Hungerford, 1974). product 

dalam kategori grup abelian dinamakan dengan direct product dan coproduct 

dalam kategori grup abelian dinamakan dengan direct sum. Beberapa 

perkembangan dari product pada suatu kategori bisa ditemui dalam (Agustito, 

2022; Batubenge, 2014; Ejagwa, 2017; Hu, 1995; Trenard, 2001). Sedangkan 

perkembangan dari coproduct pada suatu kategori bisa ditemui dalam  (Amini, 

2010;  Batubenge, 2014; Ellerman, 2016; Hu, 1995; Luerssen, 2022; Tuganbaev, 

1996).   

  

 

METODE PENELITIAN 

Metode pada penelitian ini merupakan kajian literatur. Diawali dengan 

membaca buku dan paper terkait limit dan colimit dari suatu kategori yang pada 

kasus adalah product dan coproduct, maka penulis akan meneliti keberadaan dari 

product dan coproduct dari kategori grup abelian keberadaan product dan 

coproduct dalam kategori grup abelian adalah ada dan akan digunakan secara 

berturut-turut sebagai direct product dan direct sum dan mengkaji konstruksi dan 

sifat-sifatnya.  

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Grup abelian G akan dipahami sebagai pasangan (𝐺, +) dimana + adalah 

operasi binernya dan jika diberikan 𝑎 ∈ 𝐺 dan 𝑛 ∈ ℕ, maka 𝑎𝑛 ≝ 𝑎 + ⋯ + 𝑎 =
𝑛𝑎, serta elemen identitas pada G akan dinotasikan dengan 0, kemudian jika 

diberikan 𝑎 ∈ 𝐺 maka inversnya akan dinotasikan dengan −𝑎. Jika diberikan dua 

buah grup abelian yaitu (𝐺1, +1) dan (𝐺2, +2) maka diperoleh grup abelian baru 

yang dibentuk melalui gagasan cartesian product yaitu 𝐺1 × 𝐺2 =
{(𝑥1, 𝑥2)|𝑥1 ∈ 𝐺1 dan 𝑥2 ∈ 𝐺2} dimana operasi biner padanya didefinisikan 

dengan (𝑥1, 𝑥2) + (𝑦1, 𝑦2) = (𝑥1+1𝑦1, 𝑥2+2𝑦2) untuk semua (𝑥1, 𝑥2), (𝑦1, 𝑦2) ∈
𝐺1 × 𝐺2. Jika diberikan keluarga berhingga dari grup abelian yaitu 
(𝐺1, +1), … , (𝐺𝑛, +𝑛) maka dengan gagasan cartesian product diperoleh grup 

abelian baru yaitu 𝐺1 × … × 𝐺𝑛 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛)|𝑥1 ∈ 𝐺1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝐺𝑛} dimana 

operasi biner padanya didefinisikan dengan (𝑥1, … , 𝑥𝑛) + (𝑦1, … , 𝑦𝑛) =
(𝑥1 +1 𝑦1, … , 𝑥𝑛 +𝑛 𝑦𝑛) untuk semua (𝑥1, … , 𝑥𝑛), (𝑦1, … , 𝑦𝑛) ∈ 𝐺1 × … × 𝐺𝑛. Jika 

diberikan keluarga tak-berhingga terbilang dari grup abelian yaitu 
{(𝐺𝑛, +𝑛)|𝑛 ∈ ℕ} maka diperoleh grup abelian baru yang dibentuk melalui 
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gagasan cartesian product yaitu ∏ 𝐺𝑛 =𝑛

{〈𝑥𝑛〉𝑛∈ℕ|𝑥𝑛 ∈ 𝐺𝑛, untuk semua 𝑛 ∈ ℕ} dimana operasi biner padanya 

didefinisikan dengan 〈𝑥𝑛〉𝑛∈ℕ + 〈𝑦𝑛〉𝑛∈ℕ = 〈𝑥𝑛 +𝑛 𝑦𝑛〉𝑛∈ℕ 

untuk〈𝑥𝑛〉𝑛∈ℕ, 〈𝑦𝑛〉𝑛∈ℕ ∈ ∏ 𝐺𝑛𝑛 . Jika diberikan keluarga berindeks I dari grup 

abelian {(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼}, maka dapat dibentuk sebuah grup abelian baru seperti 

pada contoh sebelumnya yaitu dengan menggunakan cartesian product.  

  Dengan mengacu pada (Hungerford, 1974; Awodey, 2010; Leinster, 2016; 

Spivak, 2014) jika diberikan keluarga berindeks I dari himpunan yaitu {𝐴𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} 

maka diperoleh cartesian product dari keluarga himpunan berikut adalah 
∏ 𝐴𝑖 = {𝑓: 𝐼 ⟶ ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 |𝑓(𝑖) ∈ 𝐴𝑖 , untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼}𝑖∈𝐼 . Begitupun juga 

diberikan keluarga berindeks I dari grup abelian yaitu {(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼}, maka 

diperoleh grup abelian baru yang dibentuk dari cartesian product yaitu 
(∏ 𝐺𝑖 , +𝑖∈𝐼 ) dengan ∏ 𝐺𝑖 = {𝑓: 𝐼 ⟶ ⋃ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 |𝑓(𝑖) ∈ 𝐺𝑖 , untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼}𝑖∈𝐼  

dan operasi binernya didefinisikan yaitu sebagai berikut: jika 𝑓, 𝑔 ∈ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  maka 

𝑓 + 𝑔 ∈ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  dimana (𝑓 + 𝑔)(𝑖) = 𝑓(𝑖) + 𝑔(𝑖) untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. Elemen 

identitas pada ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  adalah 𝑂: 𝐼 ⟶ ⋃ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  yang sifatnya 𝑂(𝑖) = 0𝑖  dimana 0𝑖 

adalah elemen identitas pada grup abelian (𝐺𝑖, +𝑖) untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. Jika 

diberikan 𝑓 ∈ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  maka invers dari 𝑓 adalah elemen −𝑓 ∈ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  yang 

didefinisikan dengan (−𝑓)(𝑖) = −𝑓(𝑖) untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. Menurut  

(Hungerford,1974) setiap elemen 𝑓 ∈ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  bisa diidentifikasi menjadi seperti 

barisan yang dinotasikan dengan 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 yang memenuhi sifat 𝑥𝑖 ∈ 𝐺𝑖 untuk 

semua 𝑖 ∈ 𝐼. Jadi jika 𝐼 = {1,2} maka diperoleh ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 = 𝐺1 × 𝐺2, jika 𝐼 =
{1, … , 𝑛} maka diperoleh ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 = 𝐺1 × … × 𝐺𝑛, dan jika 𝐼 = ℕ maka diperoleh 
∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 = ∏ 𝐺𝑛𝑛 . Pada Grillet, gagasan ini diperluas ke dalam cartesian product 

dari keluarga berindeks I dari R-modul {𝑀𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} yaitu elemen dari ∏ 𝑀𝑖𝑖∈𝐼  

terdiri dari semua barisan 〈𝑚𝑖〉𝑖∈𝐼 dimana 𝑚𝑖 ∈ 𝐺𝑖 untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼.  

 

Teorema 1.1. Jika diberikan keluarga berindeks I dari grup abelian yaitu 
{(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼} dan ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  adalah cartesian product-nya, maka pemetaan 

𝜋𝑘: ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐺𝑘 untuk semua 𝑘 ∈ 𝐼 yang didefinisikan dengan 𝜋𝑘(𝑓) = 𝑓(𝑘) 

(atau 𝜋𝑘(〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼) = 𝑥𝑘) adalah epimorfisma grup. 

Bukti: 

Diketahui pemetaan 𝜋𝑘: ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐺𝑘 yang didefinisikan dengan 𝜋𝑘(𝑓) = 𝑓(𝑘) 

untuk semua 𝑘 ∈ 𝐼. 

(i). Ambil sembarang 𝑓, 𝑔 ∈ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 . 

 Jelas 𝜋𝑘(𝑓 + 𝑔) = (𝑓 + 𝑔)(𝑘) = 𝑓(𝑘) +𝑘 𝑔(𝑘) = 𝜋𝑘(𝑓) +𝑘 𝜋𝑘(𝑔) untuk 

semua 𝑘 ∈ 𝐼. 

 Jadi 𝜋𝑘: ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐺𝑘 adalah homomorfisma grup. 

(ii). Ambil sembarang 𝑦 ∈ 𝐺𝑘. 

 Jelas terdapat sebuah pemetaan 𝑓: 𝐼 ⟶ ⋃ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  dengan 𝑓(𝑘) = 𝑦 untuk 

suatu 𝑘 ∈ 𝐼. 

 Jelas 𝜋𝑘(𝑓) = 𝑓(𝑘) = 𝑦. 

 Jadi terdapat pemetaan 𝑓: 𝐼 ⟶ ⋃ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ∈ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  yang sifatnya 𝜋𝑘(𝑓) =
𝑓(𝑘) = 𝑦. 

 Jadi 𝜋𝑘: ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐺𝑘 adalah surjektif. 

Dari (i) dan (ii), diperoleh 𝜋𝑘: ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐺𝑘 yang didefinisikan dengan 𝜋𝑘(𝑓) =
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𝑓(𝑘) untuk semua 𝑘 ∈ 𝐼 adalah epimorfisma grup. 

Epimorfisma grup tersebut biasanya dinamakan dengan canonical projection. 

 

Teorema 1.2. (Sifat Universal dari Direct Product). Diberikan keluarga dari 

grup abelian yaitu {(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼}. Grup abelian (∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 , +) bersama dengan 

keluarga dari canonical projection {𝜋𝑖: ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐺𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} memiliki sifat 

berikut: Jika diberikan sembarang grup abelian H dan keluarga dari 

homomorfisma grup yaitu {𝜑𝑖: 𝐻 ⟶ 𝐺𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} maka terdapat secara tunggal 

homomorfisma grup 𝜑: 𝐻 ⟶ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  yang sifatnya 𝜋𝑖  ∘  𝜑 =  𝜑𝑖 untuk semua 

𝑖 ∈ 𝐼. 

Bukti: 

Diketahui grup abelian (∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 , +) dan keluarga dari canonical projection yaitu 
{𝜋𝑖: ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐺𝑖|𝑖 ∈ 𝐼}. 

Ambil sembarang grup abelian H dan keluarga dari homomorfisma grup yaitu 
{𝜑𝑖: 𝐻 ⟶ 𝐺𝑖|𝑖 ∈ 𝐼}. 

Definisikan pengaitan 𝜑: 𝐻 ⟶ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  yang didefinisikan dengan 𝜑(ℎ) = 𝑓ℎ 

dimana 𝑓ℎ: 𝐼 ⟶ ⋃ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  didefinisikan dengan 𝑓ℎ(𝑖) = 𝜑𝑖(ℎ) untuk semua ℎ ∈ 𝐻. 

(i). Jelas bahwa untuk setiap ℎ ∈ 𝐻 terdapat pemetaan 𝑓ℎ: 𝐼 ⟶ ⋃ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  dengan 

𝑓ℎ(𝑖) = 𝜑𝑖(ℎ) untuk semua ℎ ∈ 𝐻 yang memenuhi sifat 𝜑(ℎ) = 𝑓ℎ. 

(ii). Ambil sembarang ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 dengan ℎ1 = ℎ2. 

 Jelas 𝜑(ℎ1) = 𝑓ℎ1
 dengan 𝑓ℎ1

(𝑖) = 𝜑𝑖(ℎ1) untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

 Karena ℎ1 = ℎ2, jelas diperoleh 𝑓ℎ1
(𝑖) = 𝜑𝑖(ℎ1) = 𝜑𝑖(ℎ2) = 𝑓ℎ2

(𝑖) untuk 

semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

 Karena 𝑓ℎ1
(𝑖) = 𝜑𝑖(ℎ1) = 𝜑𝑖(ℎ2) = 𝑓ℎ2

(𝑖) untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼, jelas 

diperoleh 𝜑(ℎ1) = 𝑓ℎ1
= 𝑓ℎ2

= 𝜑(ℎ2).  

 Jadi diperoleh jika ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 dengan ℎ1 = ℎ2 maka 𝜑(ℎ1) = 𝜑(ℎ2). 

Dari (i) dan (ii), diperoleh pengaitan 𝜑: 𝐻 ⟶ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  yang didefinisikan dengan 

𝜑(ℎ) = 𝑓ℎ adalah well-defined. 

 

Ambil sembarang ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻. 

Jelas 𝜑(ℎ1 +𝐻 ℎ2) = 𝑓ℎ1 +𝐻 ℎ2
 dimana 𝑓ℎ1 +𝐻 ℎ2

(𝑖) = 𝜑𝑖(ℎ1 +𝐻 ℎ2) untuk semua 

𝑖 ∈ 𝐼. 

Karena 𝜑𝑖 adalah homomorfisma grup untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼, jelas diperoleh 

𝜑𝑖(ℎ1 +𝐻 ℎ2) = 𝜑𝑖(ℎ1) +𝑖 𝜑𝑖(ℎ2). 

Karena 𝜑𝑖(ℎ1 +𝐻 ℎ2) = 𝜑𝑖(ℎ1) +𝑖 𝜑𝑖(ℎ2) untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼, jelas diperoleh 

𝑓ℎ1 +𝐻 ℎ2
(𝑖) = 𝜑𝑖(ℎ1 +𝐻 ℎ2) = 𝜑𝑖(ℎ1) +𝑖 𝜑𝑖(ℎ2) = 𝑓ℎ1 (𝑖) + 𝑓ℎ2 (𝑖) untuk semua 

𝑖 ∈ 𝐼. 

Karena 𝑓ℎ1 +𝐻 ℎ2
(𝑖) = 𝑓ℎ1 (𝑖) + 𝑓ℎ2 (𝑖) untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼, jelas diperoleh 

𝜑(ℎ1 +𝐻 ℎ2) = 𝑓ℎ1 +𝐻 ℎ2
= 𝑓ℎ1 + 𝑓ℎ1 = 𝜑(ℎ1) +  𝜑(ℎ2) untuk semua ℎ1, ℎ2 ∈

𝐻. 

Jadi 𝜑(ℎ1 +𝐻 ℎ2) = 𝜑(ℎ1) +  𝜑(ℎ2) untuk semua ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻. 

Jadi 𝜑: 𝐻 ⟶ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  yang didefinisikan dengan 𝜑(ℎ) = 𝑓ℎ adalah homomorfisma 

grup. 

 

Misalkan ada homomorfisma grup yang lain yaitu 𝜑′: 𝐻 ⟶ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  yang sifatnya 
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𝜋𝑖 ∘ 𝜑′ = 𝜑𝑖 untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

Karena 𝜋𝑖  ∘  𝜑 =  𝜑𝑖 dan 𝜋𝑖 ∘ 𝜑′ = 𝜑𝑖, jelas 𝜋𝑖  ∘  𝜑 = 𝜋𝑖 ∘ 𝜑′. 

Jelas (𝜋𝑖  ∘  𝜑)(ℎ) = (𝜋𝑖 ∘ 𝜑′)(ℎ) untuk semua ℎ ∈ 𝐻. 

Jelas 𝜋𝑖(𝜑(ℎ)) = 𝜑(ℎ)(𝑖) dan 𝜋𝑖(𝜑′(ℎ)) = 𝜑′(ℎ)(𝑖) untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

Karena (𝜋𝑖  ∘  𝜑)(ℎ) = (𝜋𝑖 ∘ 𝜑′)(ℎ) untuk semua ℎ ∈ 𝐻, jelas 𝜑(ℎ)(𝑖) =
𝜑′(ℎ)(𝑖) untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

Karena 𝜑(ℎ)(𝑖) = 𝜑′(ℎ)(𝑖) untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼, jelas 𝜑(ℎ) = 𝜑′(ℎ) untuk semua 

ℎ ∈ 𝐻. 

Karena 𝜑(ℎ) = 𝜑′(ℎ) untuk semua ℎ ∈ 𝐻, jelas 𝜑 = 𝜑′. 
Jadi homomorfisma grup 𝜑 bersifat tunggal yang sifatnya 𝜋𝑖 ∘ 𝜑 = 𝜑𝑖 untuk 

semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

 

Remark 1.3. Cartesian product dari grup abelian yaitu ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  dalam Teorema 

1.4 dinamakan direct product dari keluarga grup abelian {(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼} dan 

diperoleh eksistensi dari product dalam kategori grup abelian ada. 

 

Definisi 1.4. Diberikan sebuah keluarga berindeks I dari grup abelian yaitu 
{(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼}. External direct sum dari {(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼} adalah himpunan yang 

didefinisikan dengan ∑ 𝐺𝑖 = {𝑓 ∈ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 |𝑓(𝑖) = 0𝑖  ℎ𝑎𝑚𝑝𝑖𝑟 𝑠𝑒𝑚𝑢𝑎 𝑖 ∈ 𝐼}𝑖∈𝐼 .  

 

Remark 1.5. Elemen dari external direct sum ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  juga bisa dipandang sebagai 

barisan 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 ∈ ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  yang sifatnya 𝑥𝑖 = 0𝑖 hampir semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

 

Remark 1.6. Kata hampir semua 𝑖 ∈ 𝐼 dalam Definisi 1.4 artinya banyaknya i 

adalah berhingga yang menjadikan 𝑓(𝑖) ≠ 0𝑖 .  

 

Contoh 1.7. Jika 𝐺𝑛 = ℤ  maka barisan 〈1,2,3, … 〉 adalah elemen dari ∏ ℤ𝑛∈ℕ  

sedangkan barisan 〈3,2,1,0,0,0,0, … 〉 adalah elemen dari ∑ ℤ𝑛∈ℕ  karena pada 

barisan tersebut, suku-suku yang tidak sama dengan nol, banyaknya berhingga.  

 

Teorema 1.8. Diberikan keluarga dari grup abelian yaitu {(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼}. 

External direct sum ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  merupakan sub-grup dari direct product ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 .  

Bukti: 

Ambil sembarang 𝑓, 𝑔 ∈ ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 . 

Jelas 𝑓(𝑖) = 0𝑖  dan 𝑔(𝑖) = 0𝑖 hampir semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

Jelas (𝑓 −  𝑔)(𝑖) = 𝑓(𝑖) −𝑖 𝑔(𝑖) = 0𝑖 hampir semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

Jadi 𝑓 − 𝑔 ∈ ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 . 

Jadi ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  merupakan sub-grup dari direct product ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 . 

 

 

Teorema 1.9. Jika diberikan keluarga berindeks I dari grup abelian yaitu 
{(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼} dan ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  adalah external direct sum-nya, maka pemetaan 

𝜏𝑘: 𝐺𝑘  ⟶  ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼   untuk semua 𝑘 ∈ 𝐼 yang didefinisikan dengan 𝜏𝑘(𝑥) = 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 

dimana 𝑥𝑖 = {
𝑥 , 𝑖 = 𝑘
0𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑘

 adalah monomorfisma grup. 

Bukti: 
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Diketahui pemetaan 𝜏𝑘: 𝐺𝑘  ⟶  ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼   untuk semua 𝑘 ∈ 𝐼 yang didefinisikan 

dengan 𝜏𝑘(𝑥) = 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 dimana 𝑥𝑖 = {
𝑥 , 𝑖 = 𝑘
0𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑘

. 

(i). Ambil sembarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺𝑘. 

 Jelas 𝜏𝑘(𝑥) = 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 dimana 𝑥𝑖 = {
𝑥 , 𝑖 = 𝑘
0𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑘

 dan 𝜏𝑘(𝑦) = 〈𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼 dimana 

𝑦𝑖 = {
𝑦 , 𝑖 = 𝑘
0𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑘

.  

 Jelas 𝜏𝑘(𝑥 + 𝑦) = 〈𝑥𝑖 + 𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼 dimana 𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 = {
𝑥 + 𝑦 , 𝑖 = 𝑘

0𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑘
. 

 Jelas 𝜏𝑘(𝑥 + 𝑦) = 〈𝑥𝑖 + 𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼 = 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 + 〈𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼 = 𝜏𝑘(𝑥) + 𝜏𝑘(𝑦). 

 Jadi 𝜏𝑘: 𝐺𝑘  ⟶  ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  adalah homomorfisma grup. 

(ii). Ambil sembarang 𝑥 ∈ ker 𝜏𝑘. 

 Jelas 𝜏𝑘(𝑥) = 〈0𝑖〉𝑖∈𝐼. 

 Jelas 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 = 〈0𝑖〉𝑖∈𝐼 yang sifatnya 𝑥𝑖 = 0𝑖 hampir semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

 Jelas 𝑥𝑖 = 0𝑖 untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

 Akibatnya 𝑥 = 𝑥𝑖 = 0𝑘 untuk 𝑖 = 𝑘. 

 Jelas 𝑥 = 0𝑘. 

 Jadi ker 𝜏𝑘 = {0𝑘}. 

 Jadi 𝜏𝑘: 𝐺𝑘  ⟶  ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  adalah injektif. 

Dari (i) dan (ii), diperoleh 𝜏𝑘: 𝐺𝑘  ⟶  ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼   untuk semua 𝑘 ∈ 𝐼 yang 

didefinisikan dengan 𝜏𝑘(𝑥) = 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 dimana 𝑥𝑖 = {
𝑥 , 𝑖 = 𝑘
0𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑘

 adalah 

monomorfisma grup. 

 Monomorfisma grup tersebut biasanya dinamakan dengan canonical injection. 

 

Teorema 1.10. (Sifat Universal dari Direct Sum). Diberikan keluarga dari grup 

abelian yaitu {(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼}. Grup abelian (∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 , +) bersama dengan keluarga 

dari canonical injection {𝜏𝑖: 𝐺𝑖 ⟶ ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 |𝑖 ∈ 𝐼} memiliki sifat berikut: Jika 

diberikan sembarang grup abelian H dan keluarga dari homomorfisma grup yaitu 
{𝜓𝑖: 𝐺𝑖 ⟶ 𝐻|𝑖 ∈ 𝐼} maka terdapat secara tunggal homomorfisma grup 

𝜓: ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐻 yang sifatnya 𝜓 ∘  𝜏𝑖 =  𝜓𝑖 untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

Bukti: 

Diketahui grup abelian (∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 , +) bersama dengan keluarga dari canonical 

injection {𝜏𝑖: 𝐺𝑖 ⟶ ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 |𝑖 ∈ 𝐼}. 

Ambil sembarang grup abelian H dan keluarga dari homomorfisma grup yaitu 
{𝜓𝑖: 𝐺𝑖 ⟶ 𝐻|𝑖 ∈ 𝐼}.   

Jika diberikan 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 ∈ ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 , maka terdapat banyaknya berhingga 𝑥𝑖, notasikan 

dengan 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

, … , 𝑥𝑖𝑟
. 

Definisikan pemetaan  𝜓: ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐻 sebagai berikut: 

 

𝜓(〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼) = {

0 , 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 = 〈0𝑖〉𝑖∈𝐼

∑ 𝜓𝑖(𝑥𝑖)

𝑖∈𝐼0

, 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 ≠ 〈0𝑖〉𝑖∈𝐼  

 

dimana 𝐼0 = {𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑟} = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑥𝑖 ≠ 0𝑖}. 
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Ambil sembarang〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼, 〈𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼 ∈ ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 . 

Kasus 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 = 〈0𝑖〉𝑖∈𝐼 atau 〈𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼 ≠ 〈0𝑖〉𝑖∈𝐼: 

Jelas 𝜓(〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼, +〈𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼) = 𝜓(〈𝑥𝑖 + 𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼) = ∑ 𝜓𝑖(0𝑖 + 𝑦𝑖) =𝑖∈𝐼0

∑ 𝜓𝑖(𝑦𝑖) = 𝜓(〈𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼) = 𝜓(〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼) + 𝜓(〈𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼)𝑖∈𝐼0
. 

Kasus 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 ≠ 〈0𝑖〉𝑖∈𝐼 atau 〈𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼 = 〈0𝑖〉𝑖∈𝐼: 

 Analog seperti pada kasus sebelumnya. 

Kasus 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 ≠ 〈0𝑖〉𝑖∈𝐼 atau 〈𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼 ≠ 〈0𝑖〉𝑖∈𝐼: 

 Tulis 𝐽0 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 ≠ 0} adalah himpunan berhingga. 

 Jelas 𝜓(〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼, +〈𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼) = 𝜓(〈𝑥𝑖 + 𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼) = ∑ 𝜓𝑖(𝑥𝑖 + 𝑦𝑖) =𝑖∈𝐽0

∑ 𝜓𝑖(𝑥𝑖) +𝑖∈𝐽0
∑ 𝜓𝑖(𝑦𝑖) = 𝜓(〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼) + 𝜓(〈𝑦𝑖〉𝑖∈𝐼)𝑖∈𝐽0

. 

Jadi 𝜓: ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐻 adalah homomorfisma grup. 

 

Misalkan ada homomorfisam grup yang lain yaitu 𝜉: ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐻 yang sifatnya 

𝜉 ∘ 𝜏𝑖 = 𝜓𝑖 untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

Jelas 𝜉(〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼) = 𝜉(∑ 𝜏𝑖(𝑥𝑖)𝑖∈𝐼0
) 

                          = ∑ 𝜉(𝜏𝑖(𝑥𝑖))𝑖∈𝐼0
  (karena 𝜉 adalah homomorfisma 

grup) 

                          = ∑ 𝜓𝑖(𝑥𝑖)𝑖∈𝐼0
                      (karena 𝜉 ∘ 𝜏𝑖 = 𝜓𝑖) 

                          = ∑ 𝜓(𝜏𝑖(𝑥𝑖))𝑖∈𝐼0
                 (karena 𝜓 ∘  𝜏𝑖 =  𝜓𝑖) 

                          = 𝜓(∑ 𝜏𝑖(𝑥𝑖)𝑖∈𝐼0
)                 (karena 𝜓 adalah homomorfisma 

grup) 

                          =  𝜓(〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼). 

Jelas 𝜉(〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼) = 𝜓(〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼) untuk semua 〈𝑥𝑖〉𝑖∈𝐼 ∈ ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 . 

Jadi homomorfisma grup 𝜓: ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐻 bersifat tunggal yang sifatnya 𝜓 ∘  𝜏𝑖 =
 𝜓𝑖 untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

 

 Diberikan sebuah grup abelian (𝐺, +) dan {𝑁𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} adalah keluarga 

subgrup normal darinya. Kemudian bentuk subgrup berikut: 

 

〈⋃ 𝑁𝑖

𝑖∈𝐼

〉 = {∑ 𝑛𝑖𝑖∈𝐼 |𝑛𝑖 ∈ 𝑁𝑖 , untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼} 

 

Teorema 1.11. Jika diberikan sebuah grup abelian (𝐺, +) dan {𝑁𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} adalah 

keluarga subgrup normal darinya yang memenuhi sifat berikut: 

(i). 𝐺 = 〈⋃ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 〉. 
(ii). Untuk setiap 𝑘 ∈ 𝐼, 𝑁𝑘 ⋂〈⋃ 𝑁𝑖𝑖≠𝑘 〉 = {0} 

maka 𝐺 isomorfik dengan ∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 . 

Bukti: 

Pandang pemetaan 𝜑: ∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐺 yang didefinisikan dengan 𝜑(〈𝑛𝑖〉𝑖∈𝐼) =
∑ 𝑛𝑖𝑖∈𝐼0

 dimana 𝐼0 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑛𝑖 ≠ 0} adalah himpunan berhingga. 

(i). Ambil sembarang 〈𝑚𝑖〉𝑖∈𝐼, 〈𝑛𝑖〉𝑖∈𝐼 ∈ ∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 . 

 Tulis 𝐽0 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑚𝑖 ≠ 0} dan 𝐼0 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑛𝑖 ≠ 0} adalah himpunan 

berhingga. 
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 Jelas 𝜑(〈𝑚𝑖〉𝑖∈𝐼 + 〈𝑛𝑖〉𝑖∈𝐼) = 𝜑(〈𝑚𝑖 + 𝑛𝑖〉𝑖∈𝐼) = ∑ (𝑚𝑖 + 𝑛𝑖)𝑖∈𝐽0∩𝐼0
=

∑ 𝑚𝑖 +𝑖∈𝐽0
∑ 𝑛𝑖 = 𝜑(〈𝑚𝑖〉𝑖∈𝐼) + 𝜑(〈𝑛𝑖〉𝑖∈𝐼)𝑖∈𝐼0

. 

 Jadi 𝜑: ∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐺 adalah homomorfisma grup. 

(ii). Ambil sembarang 〈𝑛𝑖〉𝑖∈𝐼 ∈ ker(𝜑). 

 Jelas 𝜑(〈𝑛𝑖〉𝑖∈𝐼) = 0. 

 Jelas ∑ 𝑛𝑖𝑖∈𝐼0
= 0. 

 Jelas 𝑛𝑘 = − ∑ 𝑛𝑖𝑖≠𝑘
𝑖∈𝐼0

∈ 𝑁𝑘 ⋂〈⋃ 𝑁𝑖𝑖≠𝑘 〉 untuk setiap 𝑘 ∈ 𝐼0. 

 Karena 𝑁𝑘 ⋂〈⋃ 𝑁𝑖𝑖≠𝑘 〉 = {0}, jelas 𝑛𝑘 = 0 untuk setiap 𝑘 ∈ 𝐼0. 

 Lebih lanjut 𝑛𝑘 = 0 untuk setiap 𝑘 ∈ 𝐼. 

 Jadi 〈𝑛𝑖〉𝑖∈𝐼 = 〈0〉. 
 Jadi 𝜑: ∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐺 adalah monomorfisma. 

(iii). Ambil sembarang 𝑦 ∈ 𝐺. 

 Karena 𝐺 = 〈⋃ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 〉, jelas 𝑦 = ∑ 𝑛𝑖𝑖∈𝐼  hampir semua 𝑛𝑖 = 0 untuk semua 

𝑖 ∈ 𝐼. 

 Pilih 𝑥 = 〈𝑛𝑖〉𝑖∈𝐼 hampir semua 𝑛𝑖 = 0 untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

 Jelas 𝜑(〈𝑛𝑖〉𝑖∈𝐼) = ∑ 𝑛𝑖𝑖∈𝐼 = 𝑦 hampir semua 𝑛𝑖 = 0 untuk semua 𝑖 ∈ 𝐼. 

 Jadi 𝜑: ∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐺 adalah epimorfisma. 

Dari (i), (ii) dan (iii), jelas 𝜑: ∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 ⟶ 𝐺 adalah isomorfisma. 

Jadi 𝐺 isomorfik dengan ∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 . 

 

Remark 1.12. Jika 𝐺 isomorfik dengan ∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼  seperti dalam Teorema 1.11, maka 

akan ditulis sebagai berikut: 

 

𝐺 = 𝑁𝑖𝑖∈𝐼
⊕

 

  

dan diperoleh eksistensi dari coproduct dalam kategori dari grup abelian ada. 

 

Akibat 1.13. Jika diberikan sebuah grup abelian G dan 𝑁1, … , 𝑁𝑛 adalah subgrup-

subgrup normal dari G yang memenuhi sifat berikut: 

(i). 𝐺 = 〈⋃ 𝑁𝑖
𝑛
𝑖=1 〉 = 𝑁1 + ⋯ + 𝑁𝑛 = {𝑛1 + ⋯ + 𝑛𝑛|𝑛𝑖 ∈ 𝑁𝑖 , 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}}. 

(ii). Untuk setiap 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑁𝑘 ⋂(𝑁1 + ⋯ + 𝑁𝑘−1 + 𝑁𝑘+1 + ⋯ + 𝑁𝑛) = {0}. 

maka 

 

𝐺 = 𝑁1 ⊕ … . ⨁𝑁𝑛 

 

Bukti: 

Bukti jelas didasarkan pada Teorema 1.11 dengan kasus 𝐼 = {1, … , 𝑛}. 

 

Teorema 1.14. Jika diberikan sebuah grup abelian G dan 𝑁1, … , 𝑁𝑛 adalah subgrup-

subgrup normal dari G yang memenuhi sifat 𝐺 = 𝑁1 ⊕ … . ⨁𝑁𝑛 maka ∀𝑔 ∈
𝐺, 𝑔 ≠ 0 dapat ditulis secara tunggal dalam bentuk 

 

𝑔 = 𝑛1 + ⋯ + 𝑛𝑛 

 

dimana  𝑛𝑖 ∈ 𝑁𝑖, 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 
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Bukti: 

Diketahui ∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔 ≠ 0 dapat ditulis 𝑔 = 𝑛1 + ⋯ + 𝑛𝑛 dengan 𝑛𝑖 ∈ 𝑁𝑖 , 𝑖 ∈
{1, … , 𝑛}. 

Misalkan 𝑔 = 𝑚1 + ⋯ + 𝑚𝑛 dengan 𝑚𝑖 ∈ 𝑁𝑖 , 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}. 

Jelas 𝑚1 + ⋯ + 𝑚𝑛 = 𝑛1 + ⋯ + 𝑛𝑛. 

Jelas 𝑚𝑘 − 𝑛𝑘 = (𝑛1 + ⋯ + 𝑛𝑘−1 + 𝑛𝑘+1 + ⋯ + 𝑛𝑛) − (𝑚1 + ⋯ + 𝑚𝑘−1 +
𝑚𝑘+1 + ⋯ + 𝑚𝑛) ∈ 𝑁𝑘 ⋂(𝑁1 + ⋯ + 𝑁𝑘−1 + 𝑁𝑘+1 + ⋯ + 𝑁𝑛). 

Karena 𝑁𝑘 ⋂(𝑁1 + ⋯ + 𝑁𝑘−1 + 𝑁𝑘+1 + ⋯ + 𝑁𝑛) = {0}, jelas 𝑚𝑘 − 𝑛𝑘 = 0 untuk setiap 
1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. 

Jadi 𝑚𝑘 = 𝑛𝑘 untuk setiap 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. 

Jadi 𝑔 = 𝑚1 + ⋯ + 𝑚𝑛 = 𝑛1 + ⋯ + 𝑛𝑛. 

Jadi penulisan 𝑔 = 𝑛1 + ⋯ + 𝑛𝑛 bersifat tunggal. 

 

Contoh 1.15. Diberikan grup abelian 𝐺 = ℝ𝑛 = {(

𝑟1

⋮
𝑟𝑛

) |𝑟1, … , 𝑟𝑛 ∈ ℝ} terhadap 

operasi penjumlahan vector pada ℝ𝑛. Bentuk subgrup normal 𝑁𝑘 = 〈(
⋮
1
⋮
)〉 adalah 

subgrup siklik yang dibangun oleh vector (
⋮
1
⋮
) dimana koordinat ke-k bernilai 1 

dan lainnya bernilai 0, untuk setiap 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Jelas bahwa ℝ𝑛 = 𝑁1 ⊕ … ⊕ 𝑁𝑛. 

 

 

KESIMPULAN  

Kesimpulan dari tulisan ini adalah bahwa eksistensi dari product dan coproduct 

yaitu berturut-turut direct product dan direct sum dalam kategori dari grup abelian 

ada. Jika diberikan keluarga dari grup abelian yaitu {(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼}, maka 

productnya yaitu direct product dari keluarga grup abelian tersebut adalah ∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  

dan memenuhi sifat universal seperti yang ada pada Teorema 1.2, sedangkan 

coproductnya yaitu direct sumnya adalah ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  dan memenuhi sifat universal 

seperti yang ada pada Teorema 1.10. Untuk direct sum terbagi menjadi dua yaitu 

external direct sum dari keluarga grup abelian {(𝐺𝑖 , +𝑖)|𝑖 ∈ 𝐼} yaitu ∑ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼  dan 

internal direct sum dari keluarga subgrup normal {𝑁𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} dari grup abelian G 

yaitu 𝐺 = 𝑁𝑖𝑖∈𝐼
⊕

.  
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