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Abstrak 

Pewarnaan titik pada suatu graf adalah pewarnaan titik dengan syarat setiap dua titik yang 

bertetangga mempunyai warna yang berbeda. Kode warna suatu titik adalah jarak titik ke 

partisi himpunan warna yang ada. Suatu graf mempunyai pewarnaan lokasi jika setiap titik 

tersebut mempunyai kode warna yang berbeda. Graf palem adalah graf yang dibentuk dari 

graf lingkaran, lintasan, dan bintang. Gabungan graf palem adalah graf tak terhubung 

dengan graf palem sebagai komponen-komponennya. Bilangan kromatik lokasi adalah 

banyaknya warna minimum pada graf sedemikian sehingga graf tersebut mempunyai 

pewarnaan lokasi dengan k warna. Penelitian ini membahas bilangan kromatik lokasi 

gabungan graf palem. Hasil dari penelitian ini adalah teorema bilangan kromatik lokasi 

gabungan graf palem. 

Kata kunci: bilangan kromatik lokasi;graf tak terhubung; gabungan graf palem;  

kode warna; partisi. 

 

Abstract 

Vertex coloring of a graph is the  coloring of  vertices such that two adjacent vertices have 

different colors. The color code of a vertex is the distance from the vertex to the partition 

of the existing color set. A graph has a locating coloring if each vertex has a different color 

code. A palm graph is a graph constructed  from a cycle graph,  path graph, and star 

graph.  A disjoint union of palm graphs is a disconnected graph with palm graphs as its 

components. The locating  chromatic number of graph is the minimum colors of the graph 

to have locating coloring with k colors. In this paper, we determine the locating chromatic 

number of a disjoint union of palm graph. The result was found theorem of locating 

chromatic number of disjoint union of palm graph. 

Keywords: locating chromatic number; disconnected graph; disjoint union of palm  

graphs; color code; partition. 

 
Cara mengutip dengan APA 7 style: Nurinsani, A., Welyyanti, D., & Yulianti, L. (2023). Bilangan 

kromatik lokasi gabungan graf palem. JMPM: Jurnal Matematika dan Pendidikan Matematika, 

9(1), 78-87. https://dx.doi.org/10.26594/jmpm.v91.4828.  

 
PENDAHULUAN 

Salah satu pengembangan dari konsep pewarnaan titik dalam graf adalah bilangan 

kromatik lokasi suatu graf. Pewarnaan titik pada graf berarti memberikan warna pada setiap 

titik dalam graf tersebut dengan ketentuan bahwa dua titik yang bertetangga harus memiliki 

warna yang berbeda. Misalkan 𝑐 adalah suatu pewarnaan titik pada graf 𝐺. Pewarnaan titik 

https://www.journal.unipdu.ac.id/index.php/jmpm
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pada graf 𝐺 adalah suatu pemetaan 𝑐 : 𝑉(𝐺) → {1,2, … , 𝑘} sedemikian sehingga 𝑐(𝑢) ≠
𝑐(𝑣) jika 𝑢 dan 𝑣 bertetangga. Misalkan 𝑄𝑖 merupakan himpunan titik yang diberi warna 

𝑖. Selanjutnya 𝑄𝑖 disebut sebagai kelas warna ke-𝑖, maka Π = {𝑄1, 𝑄2, … , 𝑄𝑘} adalah 

himpunan partisi yang terdiri dari kelas-kelas warna dari 𝑉(𝐺). Kode warna 𝑐Π(𝑣) dari 𝑣 

adalah 𝑘-pasang terurut (𝑑(𝑣, 𝑄1), 𝑑(𝑣, 𝑄2),… , 𝑑(𝑣, 𝑄𝑘)) dimana 𝑑(𝑣, 𝑄𝑖) = 

𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝑢, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝑄𝑖} untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. Titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) disebut titik dominan jika 

𝑑(𝑣, 𝑄𝑖) = 1 untuk 𝑣 ∉ 𝑄𝑖 dan 0 untuk yang lainnya. Jika setiap titik di graf 𝐺 memiliki 

kode warna yang berbeda, maka 𝑐 disebut pewarnaan lokasi dari 𝐺 dan dinotasikan sebagai 

𝜒𝐿(𝐺) (Chartrand dkk., 2002). 

Bilangan kromatik lokasi pertama kali dikenalkan oleh Chartrand dkk. pada tahun 

2002 (Chartrand dkk., 2002). Konsep bilangan kromatik lokasi yang dikenalkan oleh 

Chartrand dkk. merupakan konsep bilangan kromatik lokasi pada graf terhubung. 

Chartrand dkk. memperoleh bilangan kromatik lokasi untuk graf lingkaran 𝐶𝑛 yaitu 

𝜒𝐿(𝐶𝑛) = 3 untuk 𝑛 ganjil dan 𝜒𝐿(𝐶𝑛) = 4 untuk 𝑛 genap, serta graf lintasan 𝑃𝑛 dengan 

𝑛 ≥ 3 diperoleh 𝜒𝐿(𝑃𝑛) = 3. Penelitian tentang bilangan kromatik lokasi graf terhubung 

berlanjut ke tahun 2012 oleh Asmiati dan Baskoro yang mengkarakterisasi graf yang 

memuat siklus dengan bilangan kromatik lokasi 3 (Asmiati & Baskoro, 2012). Penelitian 

bilangan kromatik lokasi graf terhubung yang lainnya adalah bilangan kromatik lokasi 

untuk graf Buckminsterfullerene-type (Putri dkk., 2021), graf pizza (Surbakti dkk., 2023), 

graf split lintasan (Rahmatalia dkk., 2022), graf amalgamasi kipas berekor (Welyyanti dkk., 

2023), dan graf hasil amalgamasi sisi dari graf bintang dan graf lengkap (Hartiansyah & 

Darmaji, 2023). 

Konsep bilangan kromatik lokasi graf tak terhubung dikenalkan oleh Welyyanti 

dkk. tahun 2014 (Welyyanti dkk., 2014). Bilangan kromatik lokasi graf tak terhubung 

dinotasikan sebagai 𝜒𝐿
′ (𝐻) dimana 𝐻 adalah graf tak terhubung. Pada graf tak terhubung, 

bilangan kromatik lokasi dapat bernilai hingga atau tak hingga. Misalkan 𝐻 adalah graf tak 

terhubung dan 𝑐 adalah 𝑘-pewarnaan pada graf 𝐻. Misalkan Π = {𝑄1, 𝑄2, … , 𝑄𝑘} adalah 

partisi dari 𝑉(𝐻) yang diinduksi oleh 𝑐, dimana 𝑄𝑖 adalah himpunan semua titik di 𝐻 yang 

berwarna 𝑖. Kode warna dari titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐻) adalah (𝑑(𝑣, 𝑄1), 𝑑(𝑣, 𝑄2), … , 𝑑(𝑣, 𝑄𝑘)) dimana 

𝑑(𝑣, 𝑄𝑖) = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝑢, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝑄𝑖} dan 𝑑(𝑣, 𝑄𝑖) ≤ ∞ untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. Pewarnaan 𝑐 

dikatakan pewarnaan lokasi-𝑘 jika semua kode warna dari titik-titik pada graf 𝐻 berbeda. 

Jika tidak ada nilai 𝑘 yang memenuhi maka 𝜒𝐿
′ (𝐻) = ∞. 

Penelitian mengenai bilangan kromatik lokasi graf tak terhubung yang dilakukan 

oleh Welyyanti dkk. adalah bilangan kromatik lokasi untuk graf tak terhubung yang setiap 

komponennya memuat satu titik dominan (Welyyanti dkk., 2015), graf lintasan dan graf 

lingkaran sebagai komponennya (Welyyanti dkk., 2019), graf lintasan, graf lingkaran, dan 

graf bintang ganda sebagai komponen-komponennya (Welyyanti dkk., 2021), dan graf 

lintasan dan graf bintang ganda sebagai komponen-komponennya (Welyyanti dkk., 2021). 

Penelitian lain bilangan kromatik lokasi graf tak terhubung adalah bilangan kromatik lokasi 

graf galaksi dan hutan linier (Zahara dkk., 2019), graf tak terhubung dengan graf lingkaran 

sebagai komponen-komponennya (Anas dkk., 2019), gabungan graf bintang ganda 

(Asmiati dkk., 2019), graf tak terhubung dengan graf lintasan dan graf roda sebagai 

komponen-komponennya (Anti dkk., 2021), gabungan graf kipas (Zikra dkk., 2022), dan 

gabungan graf Buckminsterfullerene (Zulkarnain dkk., 2024). 

Penelitian mengenai bilangan kromatik lokasi graf palem dilakukan oleh 

Taufiqurrahman pada tahun 2022 (Taufiqurrahman, 2022) dimana graf palem merupakan 

graf terhubung. Definisi graf palem dikemukakan oleh Mujib pada tahun 2019 dan graf 

palem dinotasikan sebagai 𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚 dengan 𝑘 ≥ 3, 𝑙 ≥ 2 dan 𝑚 ≥ 2 (Mujib, 2019). 

Gabungan graf palem merupakan graf tak terhubung dengan graf palem sebagai komponen-

komponennya, dinotasikan sebagai 𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚) dengan 𝑡 ≥ 2, 𝑘 ≥ 3, 𝑙 ≥ 2 dan 𝑚 ≥ 2. 
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Penelitian terdahulu yang disebutkan belum membahas bilangan kromatik lokasi gabungan 

graf palem sehingga penelitian mengenai bilangan kromatik lokasi gabungan graf palem 

perlu dilanjutkan. 

Misalkan 𝐺 adalah graf terhubung. Batas atas bilangan kromatik lokasi pada 𝐺 

diperoleh dengan mengkonstruksi himpunan partisi Π = {𝑄1, 𝑄2, … , 𝑄𝑘} untuk beberapa 

bilangan bulat positif 𝑘 sedemikian sehingga setiap titik-titik di 𝐺 mempunyai kode warna 

yang berbeda-beda, dinotasikan sebagai 𝜒𝐿(𝐺) ≤ 𝑘. Batas bawah dari 𝜒𝐿(𝐺) diperoleh 

dengan menunjukkan setiap kemungkinan dari Π′ dengan |Π′| < 𝑘 terdapat setidaknya dua 

titik yang mempunyai kode warna yang sama, dinotasikan sebagai 𝜒𝐿(𝐺) ≥ 𝑘. Pembuktian 

ini juga berlaku untuk graf tak terhubung 𝐻. Jika tidak ada 𝑘 yang memenuhi kondisi diatas, 

maka 𝜒𝐿
′ (𝐻) = ∞. 

Welyyanti dkk. (2014) memberikan batas atas dan batas bawah bilangan kromatik 

lokasi graf tak terhubung, termuat pada teorema di bawah ini. 

Teorema 1 (Welyyanti dkk, 2014) Untuk setiap 𝑖, misalkan 𝐺𝑖 adalah graf terhubung dan 

misalkan 𝐻 = ⋃ 𝐺𝑖
𝑚
𝑖=1 . Jika 𝜒𝐿

′ (𝐻) ≤ ∞, maka 𝑞 ≤ 𝜒𝐿
′ (𝐻) ≤ 𝑟 dimana 𝑞 = 𝑚𝑎𝑥{𝜒𝐿(𝐺𝑖) ∶

𝑖 ∈ [1,𝑚]} dan 𝑟 = 𝑚𝑖𝑛{|𝑉(𝐺𝑖)| ∶ 𝑖 ∈ [1,𝑚]}. 
 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Definisi 1 (Mujib, 2019) Graf palem didefinisikan sebagai graf yang dibangun dari tiga 

graf, yaitu graf lingkaran 𝐶𝑘, graf lintasan 𝑃𝑙, dan graf bintang 𝑆𝑚 untuk 𝑘 ≥ 3, 𝑙 ≥ 2, dan 

𝑚 ≥ 2 dengan himpunan titik-titik dan sisi-sisi masing-masing graf lingkaran 𝐶𝑘, graf 

lintasan 𝑃𝑙, dan graf bintang 𝑆𝑚  sebagai berikut. 

𝑉(𝐶𝑘) =  {𝑢𝑐| 1 ≤  𝑐 ≤  𝑘} 
𝐸(𝐶𝑘) = {𝑢𝑐𝑢𝑐+1| 1 ≤  𝑐 ≤  𝑘} ∪ {𝑢𝑘𝑢1} 
𝑉(𝑃𝑙) = {𝑤𝑏| 1 ≤  𝑏 ≤  𝑙} 
𝐸(𝑃𝑙) = {𝑤𝑏𝑤𝑏+1| 1 ≤  𝑏 ≤  𝑙 − 1} 
𝑉(𝑆𝑚) =  {𝑣𝑎| 0 ≤  𝑎 ≤  𝑚} 
𝐸(𝑆𝑚) =  {𝑣0𝑣𝑎  | 1 ≤  𝑎 ≤  𝑚} 

 Ketiga graf tersebut dihubungkan sedemikian sehingga akan membentuk graf 

palem, dimana titik 𝑢1 dan 𝑤𝑙 dihubungkan dengan suatu sisi 𝑒1, dan titik 𝑤1 dan 𝑣0 

dihubungkan dengan suatu sisi 𝑒2 dengan himpunan titik-titik dan sisi-sisi sebagai berikut. 

Konstruksi graf palem dapat dilihat pada Gambar 1. 

𝑉(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚) =  {𝑣𝑎| 0 ≤  𝑎 ≤  𝑚} ∪ {𝑤𝑏| 1 ≤  𝑏 ≤  𝑙} ∪ {𝑢𝑐| 1 ≤  𝑐 ≤  𝑘} 
𝐸(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚) =  {𝑣0𝑣𝑎  | 1 ≤  𝑎 ≤  𝑚} ∪ {𝑣0𝑤1} ∪ {𝑤𝑏𝑤𝑏+1| 1 ≤  𝑏 ≤  𝑙 − 1} ∪ {𝑤𝑙𝑢1}

∪ {𝑢𝑐𝑢𝑐+1| 1 ≤  𝑐 ≤  𝑘} ∪ {𝑢𝑘𝑢1} 
 

 
Gambar 1. Graf Palem 
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Berikut ini adalah teorema yang memberikan bilangan kromatik lokasi graf palem 𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚 

dengan 𝑘 ≥ 3, 𝑙 ≥ 2 dan 𝑚 ≥ 2. 

Teorema 2 (Taufiqurrahman, 2022) Jika 𝐺 = 𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚 adalah graf palem dengan 𝑘 ≥ 3, 𝑙 ≥
2 dan 𝑚 ≥ 2, maka 

𝜒𝐿(𝐺) = {
4, 𝑚 = 2

𝑚 + 1, 𝑚 ≥ 3
 

 

Pada penelitian ini akan ditentukan bilangan kromatik lokasi dari gabungan graf 

palem 𝐻 =  𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚) dimana 𝑡 ≥ 2, 𝑘 ≥ 3, 𝑙 ≥ 2 dan 𝑚 ≥ 2. Gambar 2 merupakan 

gambar gabungan graf palem 𝐻 =  𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚), dengan gabungan graf palem yang 

merupakan graf tak terhubung dengan graf palem sebagai komponen-komponennya, 

dengan himpunan titik-titik dan sisi-sisi sebagai berikut. 

𝑉(𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) =  ⋃{𝑣𝑟,𝑎| 0 ≤  𝑎 ≤  𝑚}

𝑡

𝑟=1

∪⋃{𝑤𝑟,𝑏| 1 ≤  𝑏 ≤  𝑙} ∪

𝑡

𝑟=1

⋃{𝑢𝑟,𝑐| 1 ≤  𝑐 ≤  𝑘}

𝑡

𝑟=1

 

𝐸(𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) =  ⋃{𝑣𝑟,0𝑣𝑟,𝑎  | 1 ≤  𝑎 ≤  𝑚}

𝑡

𝑟=1

∪⋃{𝑣𝑟,0𝑤𝑟,1}

𝑡

𝑟=1

∪⋃{𝑤𝑟,𝑏𝑤𝑟,𝑏+1| 1 ≤  𝑏 ≤  𝑙 − 1}

𝑡

𝑟=1

∪⋃{𝑤𝑟,𝑙𝑢𝑟,1}

𝑡

𝑟=1

∪⋃{𝑢𝑟,𝑐𝑢𝑟.𝑐+1| 1 ≤  𝑐 ≤  𝑘}

𝑡

𝑟=1

∪⋃{𝑢𝑟,𝑘𝑢𝑟,1}

𝑡

𝑟=1

 

 

 
Gambar 2. Gabungan Graf Palem 

 

Bilangan Kromatik Lokasi Gabungan Graf Palem (𝑯 =  𝒕(𝑪𝒌𝑷𝒍𝑺𝒎)) 
Pada Teorema 3 akan dibahas tentang bilangan kromatik lokasi gabungan graf 

palem yang dinotasikan sebagai 𝐻 =  𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚) dimana 𝑡 ≥ 2, 𝑘 ≥ 3, 𝑙 ≥ 2 dan 𝑚 ≥ 2. 
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Teorema 3. Misalkan terdapat graf 𝐻 =  𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚) dimana 𝑡 ≥ 2, 𝑘 ≥ 3, 𝑙 ≥ 2 dan 𝑚 ≥
2 maka 

𝜒𝐿
′ (𝐻) = {

4,                   2 ≤ 𝑡 ≤ 8,     𝑚 = 2
𝑚 + 1, 2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚 + 1,    𝑚 ≥ 3

 

Bukti : Pembuktian teorema tersebut dibagi menjadi dua kasus sebagai berikut. 

Kasus 1. Untuk 𝑚 = 2 dan 2 ≤ 𝑡 ≤ 8 

Misalkan terdapat graf 𝐻 =  𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚) dengan 𝑚 = 2 dan 2 ≤   𝑡 ≤   8. Dengan 

menggunakan Teorema 2, Maka, 𝜒𝐿
′ (𝐻) ≥ 4. Untuk menentukan 𝜒𝐿

′ (𝐻) ≤ 4, perhatikan 

subkasus-subkasus berikut. 

Kasus 1.1. Untuk 𝑘 ganjil. 

Kasus 1.1.1. Untuk 𝑙 ganjil.  

Definisikan suatu pewarnaan 𝑐1 ∶ 𝑉(𝐻1) → {1,2,3,4} untuk 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑐 ≤
𝑘, 1 ≤ 𝑏 ≤ 𝑙, dan 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡 dengan 2 ≤ 𝑡 ≤ 8 dimana 𝑘 ganjil sedemikian sehingga: 

𝑐1(𝑣𝑟,𝑎) = (𝑟 + 𝑎) 𝑚𝑜𝑑 4, 

𝑐1(𝑤𝑟,𝑏) = {
(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 ganjil,

𝑟 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 genap,
 

𝑐1(𝑢𝑟,𝑐) = {

𝑟 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 = 1,
(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 genap,
(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 selainnya,

 

untuk  1 ≤ 𝑡 ≤ 4. Untuk 5 ≤ 𝑡 ≤ 8  didefinisikan pewarnaan titik sebagai berikut: 

𝑐1(𝑣𝑟,𝑎) = (𝑟 − 𝑎) 𝑚𝑜𝑑 4, 

𝑐1(𝑤𝑟,𝑏) = {
(𝑟 + 2) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 ganjil,

𝑟 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 genap,
 

𝑐1(𝑢𝑟,𝑐) = {

𝑟 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 = 1,
(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 genap,

(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 selainnya.
 

Misalkan Π1 = {𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4} berdasarkan pewarnaan 𝑐1 adalah suatu himpunan 

partisi titik-titik pada graf 𝐻1 dengan 𝑄𝑖 merupakan kelas warna ke-𝑖 dengan 1 ≤ 𝑡 ≤ 4. 

Setiap kode warna titik-titik 𝑢𝑟,𝑐 dan 𝑤𝑟,𝑏 pada graf 𝐻1 dibedakan oleh jarak ke 

titik 𝑢𝑟,1 sehingga kode warna yang diperoleh berbeda. Karena 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑢𝑟,1) 

= 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑤𝑟,𝑏) + 𝑑(𝑤𝑟,𝑏 , 𝑢𝑟,1), maka kode warna titik-titik 𝑣𝑟,𝑎 berbeda-beda. Jadi 

𝜒𝐿
′ (𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) ≤ 4 dengan 𝑘 ganjil dan 𝑙 ganjil. 

 

Kasus 1.1.2. Untuk 𝑙 genap 

Definisikan suatu pewarnaan 𝑐2 ∶ 𝑉(𝐻2) → {1,2,3,4} untuk 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑐 ≤
𝑘, 1 ≤ 𝑏 ≤ 𝑙, dan 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡 dengan 2 ≤ 𝑡 ≤ 8 dimana 𝑘 ganjil sedemikian sehingga: 

𝑐2(𝑣𝑟,𝑎) =  (𝑟 + 𝑎) 𝑚𝑜𝑑 4, 

𝑐2(𝑤𝑟,𝑏) = {
(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 ganjil,

𝑟 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 genap,
 

𝑐2(𝑢𝑟,𝑐) = {

(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 = 1,
𝑟 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 genap,

(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 selainnya.
 

untuk  1 ≤ 𝑡 ≤ 4. Untuk 5 ≤ 𝑡 ≤ 8  didefinisikan pewarnaan titik sebagai berikut: 

𝑐2(𝑣𝑟,𝑎) = {
(𝑟 + 𝑎) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑎 ∈ {0,1},
(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑎 = 2,

 

𝑐2(𝑤𝑟,𝑏) = {
(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 ganjil,

𝑟 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 genap,
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𝑐2(𝑢𝑟,𝑐) = {

(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 = 1,
(𝑟 + 2) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 genap,
(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 selainnya.

 

Misalkan Π2 = {𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4} berdasarkan pewarnaan 𝑐2 adalah suatu himpunan 

partisi titik-titik pada graf 𝐻2 dengan 𝑄𝑖 merupakan kelas warna ke-𝑖 dengan 1 ≤ 𝑡 ≤ 4. 

Setiap kode warna titik-titik 𝑢𝑟,𝑐 dan 𝑤𝑟,𝑏 pada graf 𝐻2 dibedakan oleh jarak ke 

titik 𝑢𝑟,1 sehingga kode warna yang diperoleh berbeda. Karena 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑢𝑟,1) 

= 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑤𝑟,𝑏) + 𝑑(𝑤𝑟,𝑏 , 𝑢𝑟,1), maka kode warna titik-titik 𝑣𝑟,𝑎 berbeda-beda. Jadi 

𝜒𝐿
′ (𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) ≤ 4 dengan 𝑘 ganjil dan 𝑙 genap. 

Kasus 1.2. Untuk 𝑘 genap 

Cara Pembuktian batas bawah untuk 𝑘 genap serupa dengan kasus 𝑘 ganjil. 

Diperoleh bahwa  𝜒𝐿
′ (𝐻) ≥ 4. 

Kasus 1.2.1. Untuk 𝑙 ganjil 

Definisikan suatu pewarnaan 𝑐3 ∶ 𝑉(𝐻3) → {1,2,3,4} untuk 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑐 ≤
𝑘, 1 ≤ 𝑏 ≤ 𝑙, dan 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡 dengan 2 ≤ 𝑡 ≤ 8 dimana 𝑘 genap sedemikian sehingga: 

𝑐3(𝑣𝑟,𝑎) =  (𝑟 + 𝑎) 𝑚𝑜𝑑 4, 

𝑐3(𝑤𝑟,𝑏) = {
(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 ganjil,

𝑟 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 genap,
 

𝑐3(𝑢𝑟,𝑐) =

{
 
 

 
 𝑟 𝑚𝑜𝑑 4 , 𝑐 ∈ {1,

𝑘

2
+ 1} ,

(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 genap dan c <
𝑘

2
+ 1 atau 𝑐 ganjil dan c >

𝑘

2
+ 1,

(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 ganjil dan 1 < c <
𝑘

2
+ 1 atau 𝑐 genap dan c >

𝑘

2
+ 1.

 

untuk  1 ≤ 𝑡 ≤ 4. Untuk 5 ≤ 𝑡 ≤ 8  didefinisikan pewarnaan titik sebagai berikut: 

𝑐3(𝑣𝑟,𝑎) =  (𝑟 − 𝑎) 𝑚𝑜𝑑 4, 

𝑐3(𝑤𝑟,𝑏) = {
(𝑟 + 2) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 ganjil,

𝑟 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 genap,
 

𝑐3(𝑢𝑟,𝑐) =

{
 
 

 
 𝑟 𝑚𝑜𝑑 4 , 𝑐 ∈ {1,

𝑘

2
+ 1} ,

(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 genap dan c <
𝑘

2
+ 1 atau 𝑐 ganjil dan c >

𝑘

2
+ 1,

(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 ganjil dan 1 < c <
𝑘

2
+ 1 atau 𝑐 genap dan c >

𝑘

2
+ 1.

 

Misalkan Π3 = {𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4} berdasarkan pewarnaan 𝑐3 adalah suatu himpunan 

partisi titik-titik pada graf 𝐻3 dengan 𝑄𝑖 merupakan kelas warna ke-𝑖 dengan 1 ≤ 𝑡 ≤ 4. 

Setiap kode warna titik-titik 𝑢𝑟,𝑐 dan 𝑤𝑟,𝑏 pada graf 𝐻3 dibedakan oleh jarak ke 

titik 𝑢𝑟,1 sehingga kode warna yang diperoleh berbeda. Karena 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑢𝑟,1) 

= 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑤𝑟,𝑏) + 𝑑(𝑤𝑟,𝑏 , 𝑢𝑟,1), maka kode warna titik-titik 𝑣𝑟,𝑎 berbeda-beda. Jadi 

𝜒𝐿
′ (𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) ≤ 4 dengan 𝑘 genap dan 𝑙 ganjil. 

Kasus 1.2.2. Untuk 𝑙 genap 

Definisikan suatu pewarnaan 𝑐4 ∶ 𝑉(𝐻4) → {1,2,3,4} untuk 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑐 ≤
𝑘, 1 ≤ 𝑏 ≤ 𝑙, dan 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡 dengan 2 ≤ 𝑡 ≤ 8 dimana 𝑘 genap sedemikian sehingga: 

𝑐4(𝑣𝑟,𝑎) =  (𝑟 + 𝑎) 𝑚𝑜𝑑 4, 

𝑐4(𝑤𝑟,𝑏) = {
(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 ganjil,

𝑟 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 genap,
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𝑐4(𝑢𝑟,𝑐) =

{
 
 

 
 (𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑 4 , 𝑐 ∈ {1,

𝑘

2
+ 1} ,

𝑟 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 genap dan c <
𝑘

2
+ 1 atau 𝑐 ganjil dan c >

𝑘

2
+ 1,

(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 ganjil dan 1 < c <
𝑘

2
+ 1 atau 𝑐 genap dan c >

𝑘

2
+ 1.

 

untuk  1 ≤ 𝑡 ≤ 4. Untuk 5 ≤ 𝑡 ≤ 8  didefinisikan pewarnaan titik sebagai berikut: 

𝑐4(𝑣𝑟,𝑎) = {
(𝑟 + 𝑎) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑎 ∈ {0,1},
(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑎 = 2,

 

𝑐4(𝑤𝑟,𝑏) = {
(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 ganjil,

𝑟 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑏 genap,
 

𝑐4(𝑢𝑟,𝑐) =

{
 
 

 
 (𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑 4 , 𝑐 ∈ {1,

𝑘

2
+ 1} ,

(𝑟 + 2) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 genap dan c <
𝑘

2
+ 1 atau 𝑐 ganjil dan c >

𝑘

2
+ 1,

(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑐 ganjil dan 1 < c <
𝑘

2
+ 1 atau 𝑐 genap dan c >

𝑘

2
+ 1.

 

 Misalkan Π4 = {𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4} berdasarkan pewarnaan 𝑐4 adalah suatu himpunan 

partisi titik-titik pada graf 𝐻4 dengan 𝑄𝑖 merupakan kelas warna ke-𝑖 dengan 1 ≤ 𝑡 ≤ 4. 

Setiap kode warna titik-titik 𝑢𝑟,𝑐 dan 𝑤𝑟,𝑏 pada graf 𝐻4 dibedakan oleh jarak ke 

titik 𝑢𝑟,1 sehingga kode warna yang diperoleh berbeda. Karena 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑢𝑟,1) 

= 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑤𝑟,𝑏) + 𝑑(𝑤𝑟,𝑏 , 𝑢𝑟,1), maka kode warna titik-titik 𝑣𝑟,𝑎 berbeda-beda. Jadi 

𝜒𝐿
′ (𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) ≤ 4 dengan 𝑘 genap dan 𝑙 genap. 

 

Kasus 2. Untuk 𝑚 ≥ 3 dan 2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚 + 1 

Misalkan terdapat graf 𝐻 =  𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚). Dengan menggunakan Teorema 2, Maka, 

𝜒𝐿
′ (𝐻) ≥ 𝑚 + 1. Untuk menentukan 𝜒𝐿

′ (𝐻) ≤ 𝑚 + 1, perhatikan subkasus-subkasus 

sebagai berikut. 

Kasus 2.1. Untuk 𝑘 ganjil 

Kasus 2.1.1. Untuk 𝑙 ganjil  

Definisikan suatu pewarnaan 𝑐5 ∶ 𝑉(𝐻5) → {1,2,… ,𝑚 + 1} untuk 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑚, 

1 ≤ 𝑐 ≤ 𝑘, 1 ≤ 𝑏 ≤ 𝑙, dan 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡 dengan 𝑡 ≤ 𝑚 + 1 dimana 𝑘 ganjil sedemikian 

sehingga: 

𝑐5(𝑣𝑟,𝑎) = (𝑟 + 𝑎) 𝑚𝑜𝑑 (𝑚 + 1), 

𝑐5(𝑤𝑟,𝑏) = {
(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑏 ganjil,
(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑏 genap,

 

𝑐5(𝑢𝑟,𝑐) = {

(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑐 = 1,
𝑟 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑐 genap,

(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑐 selainnya.
 

Misalkan Π5 = {𝑄1, 𝑄2, … . , 𝑄𝑚+1} berdasarkan pewarnaan 𝑐5 adalah suatu 

himpunan partisi titik-titik pada graf 𝐻5 dengan 𝑄𝑖 merupakan kelas warna ke-𝑖 dengan 

1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚 + 1. 

Setiap kode warna titik-titik 𝑢𝑟,𝑐 dan 𝑤𝑟,𝑏 pada graf 𝐻5 dibedakan oleh jarak ke 

titik 𝑢𝑟,1 sehingga kode warna yang diperoleh berbeda. Karena 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑢𝑟,1) 

= 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑤𝑟,𝑏) + 𝑑(𝑤𝑟,𝑏 , 𝑢𝑟,1), maka kode warna titik-titik 𝑣𝑟,𝑎 berbeda-beda. Jadi 

𝜒𝐿
′ (𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) ≤ 𝑚 + 1 dengan 𝑘 ganjil dan 𝑙 ganjil. 

Kasus 2.1.2. Untuk 𝑙 genap  

Definisikan suatu pewarnaan 𝑐6 ∶ 𝑉(𝐻6) → {1,2,… ,𝑚 + 1} untuk 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑚, 
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1 ≤ 𝑐 ≤ 𝑘, 1 ≤ 𝑏 ≤ 𝑙, dan 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡 dengan 𝑡 ≤ 𝑚 + 1 dimana 𝑘 ganjil sedemikian 

sehingga: 

𝑐6(𝑣𝑟,𝑎) = (𝑟 + 𝑎) 𝑚𝑜𝑑 (𝑚 + 1), 

𝑐6(𝑤𝑟,𝑏) = {
(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑏 ganjil,
(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑏 genap,

 

𝑐6(𝑢𝑟,𝑐) = {

(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑐 = 1,
(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑐 genap,

𝑟 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑐 selainnya.
 

Misalkan Π6 = {𝑄1, 𝑄2, … . , 𝑄𝑚+1} berdasarkan pewarnaan 𝑐6 adalah suatu 

himpunan partisi titik-titik pada graf 𝐻6 dengan 𝑄𝑖 merupakan kelas warna ke-𝑖 dengan 

1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚 + 1. 

Setiap kode warna titik-titik 𝑢𝑟,𝑐 dan 𝑤𝑟,𝑏 pada graf 𝐻6 dibedakan oleh jarak ke 

titik 𝑢𝑟,1 sehingga kode warna yang diperoleh berbeda. Karena 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑢𝑟,1) 

= 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑤𝑟,𝑏) + 𝑑(𝑤𝑟,𝑏 , 𝑢𝑟,1), maka kode warna titik-titik 𝑣𝑟,𝑎 berbeda-beda. Jadi 

𝜒𝐿
′ (𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) ≤ 𝑚 + 1 dengan 𝑘 ganjil dan 𝑙 genap. 

Kasus 2.2. Untuk 𝑘 genap 

Kasus 2.2.1. Untuk 𝑙 ganjil  

Definisikan suatu pewarnaan 𝑐7 ∶ 𝑉(𝐻7) → {1,2,… ,𝑚 + 1} untuk 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑚, 

1 ≤ 𝑐 ≤ 𝑘, 1 ≤ 𝑏 ≤ 𝑙, dan 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡 dengan 𝑡 ≤ 𝑚 + 1 dimana 𝑘 genap sedemikian 

sehingga: 

𝑐7(𝑣𝑟,𝑎) =  (𝑟 + 𝑎) 𝑚𝑜𝑑 (𝑚 + 1), 

𝑐7(𝑤𝑟,𝑏) = {
(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑏 ganjil,

(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑏 genap,
 

𝑐7(𝑢𝑟,𝑐) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 (𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑐 ∈ {1,

𝑘

2
+ 1} ,

𝑟 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑐 genap dan c <
𝑘

2
+ 1 atau

𝑐 ganjil dan c >
𝑘

2
+ 1,

(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑐 ganjil dan 1 < c <
𝑘

2
+ 1 atau 

𝑐 genap dan c >
𝑘

2
+ 1.

 

Misalkan Π7 = {𝑄1, 𝑄2, … . , 𝑄𝑚+1} berdasarkan pewarnaan 𝑐7 adalah suatu 

himpunan partisi titik-titik pada graf 𝐻7 dengan 𝑄𝑖 merupakan kelas warna ke-𝑖 dengan 

1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚 + 1. 

Setiap kode warna titik-titik 𝑢𝑟,𝑐 dan 𝑤𝑟,𝑏 pada graf 𝐻7 dibedakan oleh jarak ke 

titik 𝑢𝑟,1 sehingga kode warna yang diperoleh berbeda. Karena 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑢𝑟,1) 

= 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑤𝑟,𝑏) + 𝑑(𝑤𝑟,𝑏 , 𝑢𝑟,1), maka kode warna titik-titik 𝑣𝑟,𝑎 berbeda-beda. Jadi 

𝜒𝐿
′ (𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) ≤ 𝑚 + 1 dengan 𝑘 genap dan 𝑙 ganjil. 

Kasus 2.2.2. Untuk 𝑙 genap  

Definisikan suatu pewarnaan 𝑐8 ∶ 𝑉(𝐻8) → {1,2,… ,𝑚 + 1} untuk 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑚, 

1 ≤ 𝑐 ≤ 𝑘, 1 ≤ 𝑏 ≤ 𝑙, dan 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡 dengan 𝑡 ≤ 𝑚 + 1 dimana 𝑘 genap sedemikian 

sehingga: 

𝑐8(𝑣𝑟,𝑎) =  (𝑟 + 𝑎) 𝑚𝑜𝑑 (𝑚 + 1), 

𝑐8(𝑤𝑟,𝑏) = {
(𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑏 ganjil,

(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑏 genap,
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𝑐8(𝑢𝑟,𝑐) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 (𝑟 + 3) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑐 ∈ {1,

𝑘

2
+ 1} ,

(𝑟 + 1) 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑐 genap dan c <
𝑘

2
+ 1 atau

𝑐 ganjil dan c >
𝑘

2
+ 1,

𝑟 𝑚𝑜𝑑  (𝑚 + 1), 𝑐 ganjil dan 1 < c <
𝑘

2
+ 1 atau 

𝑐 genap dan c >
𝑘

2
+ 1.

 

Misalkan Π8 = {𝑄1, 𝑄2, … . , 𝑄𝑚+1} berdasarkan pewarnaan 𝑐8 adalah suatu 

himpunan partisi titik-titik pada graf 𝐻8 dengan 𝑄𝑖 merupakan kelas warna ke-𝑖 dengan 

1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚 + 1. 

Setiap kode warna titik-titik 𝑢𝑟,𝑐 dan 𝑤𝑟,𝑏 pada graf 𝐻8 dibedakan oleh jarak ke 

titik 𝑢𝑟,1 sehingga kode warna yang diperoleh berbeda. Karena 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑢𝑟,1) 

= 𝑑(𝑣𝑟,𝑎 , 𝑤𝑟,𝑏) + 𝑑(𝑤𝑟,𝑏 , 𝑢𝑟,1), maka kode warna titik-titik 𝑣𝑟,𝑎 berbeda-beda. Jadi 

𝜒𝐿
′ (𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) ≤ 𝑚 + 1 dengan 𝑘 genap dan 𝑙 genap. 

Berdasarkan uraian di atas, terbukti bahwa 𝜒𝐿
′ (𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) = 4 untuk 𝑚 = 2 dan 

𝜒𝐿
′ (𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) = 𝑚 + 1 untuk 𝑚 ≥ 3 dengan 𝑡 ≥ 2, 𝑘 ≥ 3, 𝑙 ≥ 2 dan 𝑚 ≥ 2.∎ 

 

KESIMPULAN DAN SARAN 

Pada penelitian ini telah diperoleh bilangan kromatik lokasi gabungan graf palem 

𝐻 =  𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚), 𝜒𝐿
′ (𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) = 4 untuk 𝑚 = 2 dan 2 ≤ 𝑡 ≤ 8 serta 𝜒𝐿

′ (𝑡(𝐶𝑘𝑃𝑙𝑆𝑚)) =

𝑚 + 1 untuk 𝑚 ≥ 3 dan 2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚 + 1. Peneliti berikutnya disarankan untuk mengkaji 

bilangan kromatik lokasi graf tersebut untuk kemungkinan nilai 𝑚 dan 𝑡 lainnya.  
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