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Abstrak
Pada penelitian ini dilakukan pendekatan numerik menggunakan
skema Euler pada model predator-prey dengan efek alelopati.
Perilaku dinamik dari model diskrit yang diperoleh kemudian
dianalisis, yaitu eksistensi dan kestabilan titik kesetimbangan model
tersebut. Analisis kestabilan titik kesetimbangan menunjukkan bahwa
titik kepunahan predator dan predator-prey bersifat tidak stabil tetapi
titik kepunahan prey dan titik keberhasilan hidup predator-prey
bersifat stabil dengan syarat tertentu. Dari simulasi numerik
menunjukkan bahwa hasil yang diperoleh sesuai dengan hasil analisis.

Kata kunci: Model diskrit predator-prey, efek alelopati, kestabilan

Abstract

In this research, numerical approach using Euler scheme is
used for predator-prey model with allelopathic effect.
Dynamical behavior of the discrete model such as the existence
and stability of the equilibrium point are analyzed. The stability
analysis of the equilibrium point show that the predator’s and
predator-prey’s extinction point are unstable but the point of
prey extinction and coexistence point of predator-prey are
stable in certain conditions. Numerical simulation results show
that the result is same with the analytical results.

Keywords: discrete, predator-prey, allelopathic effect, stability

PENDAHULUAN

Fenomena pertumbuhan populasi secara dinamik dapat digambarkan
dalam bentuk model predator-prey. Model predator-prey berawal dari model
yang sederhana yang diperkenalkan oleh Lotka-Voltera. Model Lotka-Volterra
pertama kali dikenalkan oleh Lotka pada tahun 1925 dan Volterra pada tahun
1926 (Fitria, 2015). Namun pada kenyataannya terdapat fenomena efek lain yang
terdapat pada proses pemangsaan yang disebut efek alelopati. Efek alelopati
merupakan pengaruh langsung maupun tidak langsung dari suatu spesies terhadap
spesies lain baik yang bersifat positif maupun negatif melalui pelepasan senyawa
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kimia ke lingkungannya (Bandyopadhyay dkk., 2008). Alelopati pertama kali
diperkenalkan oleh Molisch pada tahun 1937. Model ekologi seharusnya
menyertakan efek alelopati (Rice, 1984), sebab beberapa spesies predator
menghasilkan zat beracun yang dapat menyebabkan kematian pada prey (Murray,
2002).

Model predator-prey dengan efek alelopati yang telah diteliti banyak
dinyatakan sebagai model kontinu berupa persamaan diferensial nonlinear
(Murray, 2002). Model kontinu memiliki beberapa sifat utama yang berkaitan
dengan solusi dan kestabilan titik tetapnya. Akan tetapi, solusi eksaknya sulit
ditentukan secara analitik karena pada umumnya persamaan diferensial nonlinear
mempunyai bentuk yang rumit. Oleh karena itu, penyelesaian secara numerik
memainkan peranan penting untuk membantu mencari pendekatan solusi
persamaan diferensial yang sulit ditentukan secara analitik. Pendekatan numerik
yang sering digunakan adalah metode Euler yang merupakan pendekatan beda
hingga standar. Model diskrit yang dihasilkan dari pendekatan metode Euler ini
memiliki dinamika perilaku yang lebih kaya jika dibandingkan dengan model
kontinu (Fayeldi, 2013).

Model-model diskret yang sudah diteliti antara lain model predator-prey
dengan fungsi respon Hassel-Varley (Wu & Li, 2009), model predator-prey
dengan fungsi respon ratio-dependent (Naji & Lafta, 2013), model predator-prey
dengan efek Allee (Wang dkk., 2011), model predator-prey dengan fungsi respon
Holling tipe Il (Agiza dkk., 2009), model epidemi SIR dengan tingkat kejadian
infeksi monoton (Jie dkk., 2012), dan banyak lagi penelitian model diskret yang
lainnya. Dari penelitian mengenai model diskret tersebut dihasilkan bahwa model
diskret yang diperoleh memiliki dinamika prilaku yang lebih beragam daripada
model kontinunya

Oleh karena itu, dalam penelitian ini dikonstruksi model diskret untuk
model predator-prey dengan efek alelopati (Fitria, 2015) menggunakan metode
Euler. Diharapkan dari penelitian ini dapat mengetahui eksistensi populasi
predator-prey ketika terdapat efek alelopati. Agar model tidak terlalu kompleks,
maka pembahasan pada penelitian ini dibatasi oleh asumsi bahwa efek allelopati
hanya dikeluarkan oleh predator selama proses predasi untuk mengontrol
mangsanya, sehingga model ini hanya berlaku pada predator yang dapat
mengeluarkan racun.

Model predator - prey (Fitria, 2015) adalah

dx 5
szt Tl—allxt—alzyt—)/xty t )

(1)
d

y
Ezyt T2+a21xt _azzyt .

dengan x t menyatakan kepadatan populasi prey dan y t populasi
predator pada saat waktu t, r; adalah laju pertumbuhan prey , a,; adalah laju
kompetisi antar prey, a,, adalah laju berkurangnya prey karena adanya
pemangsaan oleh predator, y adalah laju berkurangnya prey karena adanya efek
alelopati oleh predator, r, adalah laju pertumbuhan predator, a,, adalah laju
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bertambahnya predator karena adanya pemangsaan terhadap prey dan a,, adalah
laju kompetisi antar predator. Semua parameter 1,75, a:1,a12,V, 021,022, T
bernilai positif.

Misalkan pada persamaan (1) variabel waktu t dibatasi pada selang 0,T ,
maka diskretisasi model (1) dilakukan dengan membagi selang 0,7 menjadi N
subselang yang sama dengan lebar h = t,, — t,,_,. Diperolen N + 1 titik dengan
t, =nh,n=0,1,2,...,N. Maka hasil kontruksi diskretisasi model predator-prey
dengan efek alelopati menggunakan metode Euler sebagai berikut

— 2
Xn+1 = Xn + hxn T — A11Xn — A12Yn — VX Yn™

)

Yn+1 = Yn + hyn 12 + Qa1 — A2Y, -

dimana x,, merupakan kepadatan populasi prey, vy, merupakan kepadatan populasi
predator dan parameter h merupakan ukuran langkah.

METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian ini berupa tahapan-tahapan untuk
mencapai tujuan penelitian, yaitu pertama meninjau dan memahami bentuk
kontinu model predator-prey dengan efek alelopati, kedua mendiskretisasi model
kontinu menjadi model diskret dengan menggunakan metode Euler, ketiga
menentukan titik kesetimbangan model diskret predator-prey dengan efek
alelopati, keempat menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model diskret
predator-prey dengan efek alelopati, kelima membandingkan hasil yang diperoleh
dengan sifat dinamik bentuk kontinu model predator-prey dengan efek alelopati,
ketujuh skema numerik yang diperoleh selanjutnya disimulasikan menggunakan
software MATLAB dan terakhir penarikan kesimpulan.

HASIL DAN PEMBAHASAN

1. Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan sistem dinamik diskret adalah titik x*,y* yang
memenuhi f x*,y* =x*dang x*,y* = y*, yaitu:

X =x"+hx*r —ax*—apy —yxy*?,

* * * * * 3
Yy =y thy' rpta;xt —ay”. )
Dari kedua persamaan tersebut diperoleh

x*=0 ataur, — a;x* —apy* = 2yx*y? =0 @)
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dan
y*=0atau rp, + azx* —axy =0 (5)

Titik kesetimbangan persamaan (2) diperoleh dari kombinasi persamaan (4) dan
(5), yaitu :
1. EO(O,O). Titik kesetimbangan E, dapat disebut sebagai titik kepunahan

predator dan prey

2. E{L,Oj. Titik kesetimbangan FE; disebut sebagai titik kepunahan
a'11
predator,

3. E{O,r—zj Titik kesetimbangan E, disebut sebagai titik kepunahan prey,
a22
dan i
4. E, &,y dimana

*_%2Y 70 dan y~ adalah akar positif dari persamaan

a21

X

—Yayy 3 + Yyt — a11a5, + a2, Y+ apr, +a;r =0 (6)

Titik kesetimbangan E; dapat disebut sebagai titik keberhasilan hidup kedua
populasi atau titik koeksistensi. Karena persamaan (6) tidak terdapat perubahan
tanda, maka berdasarkan Aturan Tanda Descartes persamaan (6) tidak memiliki
akar real negatif. Jadi dapat disimpulkan bahwa persamaan (6) memiliki paling

sedikit satu akar real positif dan E eksis jika memenuhi y* > —%.

Az
2. Analisis Kestabilan

Lemma 1. Misalkan

a1 Aaq2
A=
a1 Ay

F 1 =A>—pA+q adalah persamaan Kkarakteristik A dengan p =

trace(A) dan g = det(A). Jika 1, dan 1, adalah akar persamaan F 1 =0

maka

1. 4, <1ldan 4, <1 jika dan hanya jika F 1 >0, F =1 >0, dan
q <1,

2. A <1ldan A, >1(atau A, >1dan 4, < 1) jika dan hanya jika
F1>0F -1 <0,

3. 44 >1dan A, >1 jikadan hanyajika F 1 >0, F —1 >0, dan
q>1

4. A, dan A, adalah kompleks dan A1; = A, =1 jika dan hanya jika
F1 >0,p?—4g<0,danqg =1.
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Untuk menganalisis kestabilan model, digunakan lemma 1. Lemma tersebut
dapat dibuktikan dengan menggunakan relasi antara akar dan koefisien dari
persamaan kuadrat.

Selanjutnya menentukan matriks Jacobi yang dipergunakan untuk
menganalisis kestabilan setiap titik kesetimbangan model. Matriks Jacobi dari
sistem (2) adalah

] x*'y*
1+ hry — 2hay x* — ha,y* — 2hyx*y*? —ha;,x* — 2hyx*?y*
ha,,y* 14 hry + hay;x* — 2ha,,y”

Matriks Jacobi di E, adalah

J 00 = 1+ hny 0

0 1+hn’

nilaieigen ., = 1+ hr; > 1dan 4, = 1 + hr, > 1. Dapat disimpulkan bahwa E,
bersifat tak stabil (source).

Matriks Jacobi di E; adalah

haq,1
- 1—hry ——allzll
J 750 =
’ haziry ’
11 0 1+ hry +—22
11

dengan nilai eigen 4, =1 —hrydan A, =1+ hr, + Bdaaty

aii

Dapat disimpulkan bahwa E; bersifat tak stabil pelana (saddle) jika h <T3 dan

bersifat tak stabil (source) jika h > ri

Matriks Jacobi di E, adalah

ha,r,
2
J O'a_ - ha,i1, ” ,
22
1 - hrz
az2
ilai ai haior,
dengan nilai eigen A, =1 + hr; — — dan 1, =1 — hry.
22
. 205, 2

Teorema 1: Misal h, = dan h, = —,

A12~T1022 T2

E, akan sink jika a;,1, > rya,,dan h < min(hy, hy)

E, akan saddle jika a,,1, > rya,, dan min h,,h, < h < max hy, h,
E, akan source jika a,,7, > r;a,, dan h > max hq, h,

E, akan non-hyperbolic jika a,,1, > rya,, dan h = h; atau h = h,.

PO E
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Matriks Jacobi titik kesetimbangan E3 sebagai berikut:
1—hax* — hyx*y*?  —ha,x* — 2hyx*?y*

E; = . *
J ks o hay,y 1— hazyy
Persamaan karakteristiknya adalah
A +pi+q=0,

dengan p = 2 — hayx* — hyx*y*?2 — ha,,y*, dan q =1 — ha,,y*—ha; 1 x* +

h%a;a,,x*y* — yx*y*2 + h%a,,a,,x*y* + 2h?a,,x*2y*2.

Teorema 2: Misal
Zo = A1102,X7y" + )’azzy*3 + aza.,x"y" + Zazﬂx*zy*z,

*_1 * * . %2 * 2
L=, ay X" +yxy™ + azpy” 4

h* = Az2y " +ag1x* +yx*y*?
A11022X" Y +V 22V 3 +021Q12X Y 205,y x* 2y "2’

A= Zo,

B = —2a,,x* —yx*y*? — 2a,,y*, C = 4,
B . B?% — 4AC

3 24
L . B2 — 4AC

+ 24

Titik kesetimbangan E5 bersifat:

1. Sink jika memenuhi salah satu kondisi berikut :
a. 0<h<h" danZ, > 7" atau
b. 0<h<hgdanZ,<Z”
2. Saddle jika h; < h < hydanZ, < Z~
3. Source jika
a. h>h" danZ, > Z" atau
b. h>h,danZ, < Z*
4. Non-hyperbolic jika
a. h=h" danZ, > Z" atau
b. h=h; atauh =h,danZ, < Z~

3. Simulasi Numerik

Untuk mengilustrasikan kestabilan titik kesetimbangan E, digunakan
parameter r; = 0.5,, =1,a,; = 0.07,a,, = 1,a,; = 0.05,a,, =1,y = 0.008 .
Ukuran langkah yang digunakan adalah h = 0.1 Berdasarkan parameter tersebut
diperoleh nilai a,,r, > rja,,dan h < min(hy, h,) maka syarat kestabian E,
terpenuhi.
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Gambar 1. Simulasi model untuk kestabilan titik E,

Berdasarkan Gambar 1 terlihat bahwa E, sink. Titik kesetimbangan E,, E;
dan E, eksis, tetapi titik kesetimbangan E; tidak eksis. Dengan diberikan tiga nilai
awal, semua grafik solusi menuju titik kesetimbangan E,(0,1). Hal ini
menunjukkan bahwa dalam jangka panjang prey akan punah dan ekosistem hanya
akan dihuni oleh predator.

Sedangkan untuk mengilustrasikan kestabilan titik kesetimbangan E;
dengan syarat kestabilan 0 < h < h; dan Z, < Z* , digunakan parameter r; =
1, =1,a,; =0.07,a,, = 0.15,a,; = 0.05,a,, = 0.8,y = 0.008.
Berdasarkan nilai parameter tersebut diperoleh titik kesetimbangan
E;(7.8426,1.7402). Karena y* > ar—z yaitu 1.7402 > 1.25, maka syarat

22

eksistensi E5 terpenuhi. Ukuran langkah yang digunakan adalah h = 0.1, dimana
h tersebut lebih kecil dari h; dan Z, < Z* maka syarat kestabilan E5 terpenuhi.
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Gambar 2. Simulasi model untuk kestabilan titik £5 syarat 0 < h < h; dan
Zo<Z*

Untuk mengilustrasikan kestabilan titik kesetimbangan E; dengan syarat
kestabilan 0 < h < h* dan Z, = Z* , digunakan parameter r;, = 1,1, = 0.5,a,; =
0.7,a,, = 1,a,; = 0.05,a,, = 0.9,y = 0.008. Berdasarkan nilai parameter
tersebut diperoleh titik kesetimbangan E5(0.4338752920,0.5796597384).

Karena y*>ar—2, yaitu 0.5796597384 > 0.55556, maka syarat eksistensi
22

E; terpenuhi.  Ukuran langkah yang digunakan adalah h = 0.5, dimana h
tersebut lebih kecil dari h* dan Z, > Z* maka syarat kestabilan E5 terpenuhi.

0.7
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0.6 /{T
".
E3 o ®e
g2 Y o ..
05 _ .
0.4 . .
> . * i
03 # ®
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0.2 .
01+
Nilai awal (0.1;0.1)
70 0.5 1 w15
EO x KEl
Gambar 3. Simulasi model untuk kestabilan titik E5 syarat 0 < h < h* dan

Zo =T
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Berdasarkan Gambar 2 dan Gambar 3 terlihat bahwa FE; sink. Titik
kesetimbangan E,, E;, E, dan E; eksis. Dengan diberikan tiga nilai awal, semua
grafik solusi menuju titik kesetimbangan E5(x*, y*). Hal ini menunjukkan bahwa
dalam jangka panjang ekosistem akan dihuni oleh kedua spesies tersebut yaitu
predator dan prey.

PENUTUP

Model predator-prey dengan efek alelopati diperoleh dengan melakukan
diskretisasi model menggunakan pendekatan metode Euler. Hasil analisis
menunjukkan bahwa model predator-prey dengan efek alelopati terdapat empat
titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan E,, titik kesetimbangan kepunahan
predator E;, titik kesetimbangan kepunahan prey E, dan titik kesetimbangan
interior E5. Titik kesetimbangan E, dan E; tidak pernah stabil. Sedangkan sifat
kestabilan titik kesetimbangan E, dan E; ditentukan oleh suatu syarat dan kondisi
tertentu.
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